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PRÓLOGO

Un nuevo volumen de la serie Ciência e Tecnologia para o Desenvolvimento 

Ambiental, Cultural e Socioeconômico, el noveno ya, nos permite volver a reflexionar 

sobre los avances científico-tecnológicos y la transferencia de conocimientos a la 

sociedad. La ciencia y la tecnología ocupan hoy un lugar central en la comprensión y 

transformación de los distintos ámbitos de la vida contemporánea, pero tan importante 

es el avance en sí como la creciente posibilidad de difusión de esas innovaciones. El 

desarrollo actual no se limita a la creación de nuevos dispositivos, procesos o sistemas, 

sino que se manifiesta también en la capacidad de analizar problemas complejos, 

optimizar recursos, generar soluciones sostenibles, fortalecer la formación científica y 

ampliar las formas de interacción entre conocimiento, sociedad y desarrollo. Este libro es 

un buen ejemplo de esto último.

El presente volumen, Ciência e Tecnologia para o Desenvolvimento Ambiental, 

Cultural e Socioeconômico IX, reúne investigaciones que reflejan esta diversidad de 

aplicaciones a la sociedad de diferentes avances científicos y técnicos. Los capítulos 

aquí presentados abordan problemas y aplicaciones diversas, pero comparten una 

misma orientación: la búsqueda de respuestas actuales a situaciones problemáticas 

fundamentadas desde la ingeniería, la innovación tecnológica, la ciencia de materiales, 

la energía, el ambiente, la inteligencia artificial, la formación científico-tecnológica, o la 

comunicación de la ciencia.

La obra se organiza en tres grandes ejes temáticos.

El primero, “Ingeniería, Metodologías y Procesos Tecnológicos”, reúne seis 

trabajos vinculados con modelado dinámico, robótica, diagnóstico técnico mediante 

vibraciones, procesos de corte y manufactura, mejora de la productividad industrial, 

estudio de materiales y biopolímeros y metodología de investigación en ingeniería. Estos 

capítulos evidencian el papel de la tecnología en la modelización, experimentación y 

optimización de procesos y la importancia de los avances metodológicos en el desarrollo 

de soluciones aplicadas a contextos industriales y científicos.

El segundo eje, “Energía y Sostenibilidad”, integra cinco investigaciones 

relacionadas con la generación de energía mediante microturbinas hidráulicas, el 

aprovechamiento de la energía de las mareas, la exposición a contaminantes derivados 

del uso de biomasa como fuente de energía, la importancia de las plantas medicinales en 

la dieta y en la cultura tradicional y los nuevos enfoques de la comunicación pública sobre 

energía nuclear. En conjunto, estos estudios muestran cómo la energía, cualquier tipo 

de energía, es un ámbito del conocimiento científico y técnico de importancia clave en 



nuestra sociedad actual. La energía importa, más que nunca, y la ciencia y la tecnología 

pueden contribuir tanto al aprovechamiento responsable de los recursos naturales como 

a la comprensión de sus impactos ambientales y sociales.

El tercer eje, “Formación y Comunicación en la era de la Inteligencia 

Artificial”, amplía el campo de análisis hacia otro ámbito de total actualidad científica 

y tecnológica, la Inteligencia Artificial. Los seis trabajos reunidos en esta sección 

examinan el rendimiento académico a través de análisis estadísticos avanzados, el uso 

de podcasts como herramientas de desarrollo socioemocional docente, la aplicación 

de la inteligencia artificial en la gestión pública, las dificultades en el aprendizaje por la 

falta de pensamiento lógico-matemático en una muestra de estudiantes de ingeniería de 

sistemas computacionales, un modelo de análisis multivariante para evaluar el proceso de 

aprendizaje y el uso de mundos virtuales para mejorar las capacidades del profesorado. 

Este conjunto de contribuciones permite observar cómo las tecnologías digitales y la 

Inteligencia Artificial no solo modifican procedimientos técnicos, sino también las formas 

de enseñar, aprender y construir significado en el mundo académico.

La diversidad de enfoques presente en esta obra constituye uno de sus 

principales aportes. Lejos de entender la ciencia y la tecnología como campos aislados, 

los trabajos aquí reunidos muestran su carácter transversal y su capacidad para dialogar 

con cuestiones ambientales, educativas, sociales, productivas y culturales.

Esperamos que este volumen contribuya al intercambio de conocimientos, al 

fortalecimiento de nuevas investigaciones y a la difusión de experiencias y propuestas 

capaces de ampliar las posibilidades de desarrollo científico y tecnológico en diferentes 

contextos.

Xosé Somoza Medina

Universidad de León, Espanha
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RESUMEN: El campo de conocimientos 
correspondientes a la “Dinámica” coloca su 
énfasis en el análisis del movimiento de los 
cuerpos teniendo en cuenta las causas que 
lo producen. En este sentido, el “Modelo 
Dinámico” de un robot manipulador estudia 
la relación entre el movimiento producido 
en el robot y los pares/fuerzas aplicadas 
por los accionadores en las articulaciones 
de este. Para obtener esta importante 
relación es fundamental la construcción del 
modelo dinámico, el cual permite vincular 
matemáticamente las siguientes cuestiones: 
I. La localización del robot definida por 
sus variables articulares o coordenadas 
de su extremo, y sus derivadas (velocidad 
y aceleración). II. Los pares y fuerzas 
aplicados en las articulaciones o extremo 
del robot. III. Los parámetros dimensionales 
del robot (longitudes, masas e inercia de sus 
elementos). En el presente artículo se trabaja 
sobre la obtención del modelo dinámico del 
robot manipulador, a los efectos de explicar 
ciertos fenómenos físicos presentes en su 
estructura mecánica, y que son sustanciales 
a la hora de acometer la importante tarea 
de diseño y evaluación de dicha estructura, 
a saber: “Efectos Inerciales” – “Fuerzas 
Centrípetas y de Coriolis” – “Par Gravitacional” 
y “Fricción”. El modelo matemático que se 
obtiene, por lo general se expresa mediante 
una serie de ecuaciones diferenciales de 2do 
orden, cuya integración proporciona el tipo 
de movimiento que surge al aplicar fuerzas; o 

https://orcid.org/0000-0002-0812-1806
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que fuerzas hay que aplicar para alcanzar un cierto movimiento. A modo de ejemplo, se 
implementa el algoritmo computacional de Lagrange en Matlab, haciendo uso del toolbox 
correspondiente propio de robótica.
PALABRAS CLAVE: Modelo Dinámico; Formulación Lagrangiana; Algoritmo 
Computacional.

ANALYSIS OF THE DYNAMIC MODEL OF AN INDUSTRIAL ROBOTIC MANIPULATOR 

WITH REGARD TO THE DESIGN OF ITS CONTROL SYSTEM

ABSTRACT: The field of knowledge corresponding to “Dynamics” places its emphasis on 
the analysis of the movement of bodies taking into account the causes that produce it. In 
this sense, the “Dynamic Model” of a manipulative robot studies the relationship between 
the movement produced in the robot and the pairs / forces applied by the actuators in 
its joints. In order to obtain this important relationship, the construction of the dynamic 
model is fundamental, which allows the following questions to be mathematically linked: 
I. The location of the robot defined by its articular variables or coordinates of its end, and 
its derivatives (speed and acceleration). II. The torques and forces applied to the joints or 
end of the robot. III. The dimensional parameters of the robot (lengths, masses and inertia 
of its elements. In this article we work on obtaining the dynamic model of the manipulator 
robot, in order to explain certain physical phenomena present in its mechanical structure, 
and which are substantial when undertaking the important task of design and evaluation of 
said structure, namely: “Inertial Effects” - “Centripetal and Coriolis Forces” - “Gravitational 
Pair” and “Friction”. The mathematical model that is obtained is usually expressed through 
a series of differential equations of the 2nd order, whose integration provides the type of 
movement that arises when applying forces; or what forces must be applied to reach a 
certain movement.
KEYWORDS: Dynamic Model; Lagrangian Formulation; Computational Algorithm.

1. INTRODUCCIÓN

El “Modelo Dinámico” estudia la relación entre el movimiento producido en el robot 

y los pares/fuerzas aplicadas por los accionadores en las articulaciones del robot.

1.1. MODELO DINÁMICO

El modelo dinámico vincula matemáticamente los siguientes elementos:

I. La localización del robot definida por sus variables articulares o coordenadas de 

su extremo, y sus derivadas (velocidad y aceleración).

II. Los pares y fuerzas aplicados en las articulaciones o extremo del robot.

III. Los parámetros dimensionales del robot (longitudes, masas e inercia de sus 

elementos. El modelo matemático que se obtiene se expresa mediante una 

serie de ecuaciones diferenciales de 2do orden, de cuya integración surgen dos 

opciones (Paul, 1981):
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A. Modelo Dinámico Directo: la evolución en el tiempo de las variables 

articulares en función de las fuerzas y pares que intervienen: (𝒒(𝒕) = 𝒇(𝝉(𝒕))).

B. Modelo Dinámico Inverso: la evolución en el tiempo de fuerzas y pares 

aplicados para obtener una cierta evolución temporal de las variables 

articulares (𝝉(𝒕) = 𝒈(𝒒(𝒕))).

El modelo dinámico de un robot manipulador de n grados de libertad es: 𝜏(𝑡) = 

𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝐶(𝑞 𝑞̇)𝑞̇ + 𝐺(𝑞) + 𝐹𝑓 (𝑞̇,𝑓𝑒) (1)

Donde τ(t) es el vector de fuerzas o pares que se aplica a cada articulación, q 

ϵ Rn es el vector de posiciones articulares o coordenadas generalizadas, 𝑞̇ ∈ 𝑅𝑛 es el 

vector de velocidades articulares, 𝑞̈ ∈ 𝑅𝑛 es el vector de aceleraciones articulares, 𝑀(𝑞) 

∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛 es la matriz de inercia (representa el cambio de estado de movimiento del robot y 

es fundamental para el estudio de la estabilidad del sistema de control), 𝐶(𝑞, 𝑞̇) ∈ 𝑅𝑛𝑥𝑛

es la matriz de fuerzas centrípetas (fuerzas radiales en movimientos curvilíneos hacia 

adentro del centro de curvatura) y de Coriolis (esta fuerza representa la desviación del 

movimiento de traslación a raíz de su componente de rotación y, al igual que la matriz 

M(q), también es vital en el estudio de la estabilidad del sistema de control del robot), 

G(q) ϵ Rn es el vector de pares gravitacionales (vector gradiente de la energía potencial) 

y 𝑭𝒇(q ̇, 𝒇𝒆) ∈ 𝑹𝒏 es el vector de pares de fricción (viscosa, Coulomb y estática) de cada 

articulación del manipulador. En síntesis, la expresión (1) es una ecuación diferencial 

compleja (Reyes Cortés, 2011), multivariable con dinámica fuertemente acoplada y “no 

lineal” en el vector de estados . El modelo representado por (1) se ilustra en 

(Figura 1) como un “sistema dinámico” con el vector t como entrada y los vectores como 

(𝑞, 𝑞̇) salidas del sistema.

Figura 1. Diagrama de bloques del Modelo Dinámico del Robot.

La complejidad del modelo dinámico está dada, fundamentalmente, por las 

matrices M(q), 𝐶(𝑞, 𝑞̇), 𝑮(𝒒) y 𝑭𝒇(𝑞,̇𝒇𝒆); cuyos elementos son funciones relativamente 

complejas de las posiciones y velocidades de cada articulación, y también de la geometría 

del robot (Spong, 2006).

1.2. ECUACIONES DE EULER – LAGRANGE

La formulación de Lagrange describe la dinámica de un robot a partir de un balance 

de energía, la cual se expresa en términos de energía cinética y potencial. En (Figura 2) se 
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observa el proceso metodológico empleado para la obtención del modelo dinámico; de la 

primera fase de la investigación se obtiene la cinemática directa y diferencial (posiciones 

y velocidades articulares), luego se aborda la formulación lagrangiana con los cálculos 

la energía cinética, potencial, el lagrangiano y el desarrollo matricial que permite obtener 

el vector de fuerzas o pares (τ) que se aplica a cada articulación en función de las 

coordenadas articulares, velocidades y aceleraciones (q, q ̇ y q ̈ ) (Gates, 2007).

Figura 2. Proceso metodológico propuesto para la obtención del Modelo Dinámico.

Las ecuaciones escalares dinámicas de movimiento de Lagrange (2) para un robot 

manipulador de n grados de libertad (gdl) se formulan para cada (gdl), donde la expresión 

𝝉 − 𝑭𝒇(𝑞,̇𝒇𝒆) hace referencia a las fuerzas o pares no conservativos en cada articulación.

2. CONDICIONES EXPERIMENTALES

En (Figura 3) se ilustra un robot planar experimental de dos (gdl) con dos 

articulaciones rotacionales, dos eslabones de longitudes (l1 y l2) y masas (m1 y m2), las 

distancias entre los centros de masas (CM) y los ejes de giro (lc1 y lc2), las posiciones 

articulares q1(t) y q2(t) y los momentos de inercia de cada eslabón con respecto al eje 

que pasa por su centro de masa (J1 e J2). Se procede a obtener el “Modelo Dinámico” 

(Barrientos, 2007):

I. Cálculo de la Energía Cinética: la energía cinética total del robot es la suma de 

la energía almacenada en cada eslabón (KTotal = K1 + K2); para cada uno, la contribución a 

la energía cinética total está dada por la porción de energía que aporta la velocidad de 

traslación del centro de masa, más la aportada por la velocidad de rotación en torno al 

CM. De la cinemática diferencial se obtiene las coordenadas y velocidades del CM de 

cada eslabón:
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Para el eslabón 1: x1 = lc1C1, y1 = lc1S1; luego:

, el cuadrado de la velocidad del CM1 es 

.

La energía cinética total del eslabón 1 es:

 (3).

Figura 3. Robot planar de dos grados de libertad.

Para el eslabón 2 se tiene: x2 = l1C1 + lc2 C12, y2 = l1S1 + lc2S12; Derivando respecto al 

tiempo, efectuando  y considerando que el efecto de la energía cinética rotacional 

está dado por la suma de las velocidades ( ), es:

, desarrollando:

 (4).

La energía cinética total del robot reemplazando (3) y (4) en KTotal=K1+K2

obteniéndose:

 (5)
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II. Cálculo de la Energía Potencial: la energía potencial total del robot es la suma 

de la energía almacenada en cada eslabón (UTotal=U1+U2=m1glc1S1+m2g(l1S1+ lc2S12) (6).

III. Cálculo del Lagrangiano: (7); se sustituye 

(5) - (6) en (7):

(7) 

Se aplica la ecuación (2) para cada (gdl) del robot (o cada coordenada 

generalizada q1 y q2).

 (8)

 (9)

 (10)

 (11)

IV. Desarrollo Matricial: se aplica la ecuación (2) para las coordenadas 

articulares 1 y 2, obteniéndose el par 1 y 2. Para obtener los pares 1 y 2 se opera 

de esta manera con las ecuaciones (8), (9), (10) y (11): 𝜏1 = (8) − (10) & 𝜏2 = (9) − (11) 

(pares que actúan en las articulaciones 1 y 2); que escritas en forma matricial es esta 

ecuación (12) (Craig):

+
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2.1. SIMULACIÓN EN MATLAB

La Toolbox de Robótica para Matlab, incluye la función rne que permite la 

resolución del modelo dinámico inverso de un robot mediante un algoritmo computacional 

(Ollero, 2007).

Para su uso es preciso haber definido previamente el robot, incluyendo 

parámetros dinámicos.

En el caso del robot, la definición responde al siguiente conjunto de instrucciones:

%(c) FUNDAMENTOS DE ROBOTICA (A. Barrientos) McGrawHill 2007

l1=10; l2=10;

d1=6; d2=6;

m1=20; m2=10;

clear L

%Parámetros de Denavit Hartenberg

L{1} = link([0 l1 0 0], ‘standard’); L{2} = link([0 l2 0 0], ‘standard’);

%Masas de los eslabones

L{1}.m = m1; L{2}.m = m2;

%Coordenadas de los centros de masas de cada eslabón

L{1}.r = [ -(l1-d1) 0 0 ]; L{2}.r = [ -(l2-d2) 0 0 ];

% Tensores de Inercia (Ixx,Iyy,Izz,Ixy,Iyz,Ixz)

L{1}.I = [ 0 0 0 0 0 0]; L{2}.I = [ 0 0 0 0 0 0];

% Inercia del motor que acciona al elemento

L{1}.Jm = 0; L{2}.Jm = 0;

% Coeficiente de reducción del actuador del elemento

L{1}.G = 1; L{2}.G = 1;

% Rozamiento viscoso del actuador del elemento

L{1}.B = 0; L{2}.B = 0;

% Rozamiento de Coulomb en la dirección positiva y negativa del actuador del 

elemento

L{1}.Tc = [ 0 0]; L{2}.Tc = [ 0 0];

% Definición del robot.

Scara = robot(L, ‘Scara’, ‘UPM’, ‘Robot Scara 2 GDL’); Scara.name = ‘Scara’; Scara.

manuf = ‘UPM’;

La function rne, proporciona los pares necesarios para una determinada 

trayectoria, definida mediante los vectores que contienen las coordenadas articulares, 

sus velocidades y aceleraciones. Por lo tanto, será preciso definir previamente estos.
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Complementarias a la función rne la Toolbox de Robotica para Matlab cuenta con 

las funciones itorque, Coriolis y gravedad, que obtienen las aportaciones al par total por 

inercia, coriolis y gravedad respectivamente.

En las gráficas siguientes se recoge el resultado de este codigo para la trayectoria,

q1=’sin(t)+pi/2’; q2=’sin(5*t)+t+1’;

% Número de puntos de la trayectoria

n=100;

% Definición de la trayectoria

%-----------------------------------

% Definición simbólica de la posición

sq1=’sin(t)*t+pi/2’; sq2=’sin(5*t)+t+1’;

% Definicion de Fuerzas en el extremo

%-------------------------------------

sf3=’[0 0 0 0]’; % Sustituir en cada eje en caso se querer aplicar

sn3=’[0 0 0]’; % fuerzas o pares externos

% Obtención simbólica de la velocidad y aceleración

sqd1=diff(sq1,sym(‘t’)) ;sqdd1=diff(sqd1,sym(‘t’)); 

sqd2=diff(sq2,sym(‘t’)) ;sqdd2=diff(sqd2,sym(‘t’));

% Parámetros dimensionales

%-----------------------------------

l1=10; l2=10; d1=6; d2=6; m1=20; m2=10; g=9.8;

% Parámetros iniciales

%-----------------------------------

% Velocidades y aceleraciones de la base del robot

w0=[0 0 0]’; dw0=[0 0 0]’; v0=[0 0 0]’; dv0=-[0 -g 0]’; z0=[0 0 1]’;

% Matriz de rotación entre {S2} y TCP ({S3})

%---------------------------------------------

R23=eye(3);

% Bucle de paso de tiempo

%------------------------------------------------------

for tk=1:1:n; t=(tk-1)/10;

% Evaluación numérica de posición, velocidad, aceleración y trayectoria del TCP

%--------------------------------------------------------

q1=eval(sq1) ;qd1=eval(sqd1) ;qdd1=eval(sqdd1); 

q2=eval(sq2) ;qd2=eval(sqd2) ;qdd2=eval(sqdd2);
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q(tk,1)=q1;qd(tk,1)=qd1;qdd(tk,1)=qdd1; q(tk,2)=q2;qd(tk,2)=qd2;qdd(tk,2)=qdd2;

XY(tk,1)=l1*cos(q1)+l2*cos(q1+q2); XY(tk,2)=l1*sin(q1)+l2*sin(q1+q2);

%Evaluación numérica de las fuerzas y pares en el TCP

%-----------------------------------------------

n3=eval(sn3)’ ; f3=eval(sf3)’ ; n_3(tk,:)=n3’; f_3(tk,:)=f3’;

% PASO 1-2 Evaluacion de los vectores p,s y de la matriz de inercias

%------------------------------------------------------------------

p1=[l1 0 0]’; %vector de {S0} a {S1}en el sistema {S1}

p2=[l2 0 0]’; %vector de {S1} a {S2}en el sistema {S2}

s1=[-(l1-d1) 0 0]’; %Coordenadas del cdg de la barra 1 respecto {S1}

s2=[-(l2-d2) 0 0]’; %Coordenadas del cdg de la barra 2 respecto {S2}

I1=zeros(3); %Inercias de barra 1 respecto su cdg en la base{S1};

I2=zeros(3); %Inercias de barra 2 respecto su cdg en la base{S2};

% PASO 3 Obtención de las matrices de rotación R01 y R12

%---------------------------------------------------------

R01=[cos(q1) -sin(q1) 0;sin(q1) cos(q1) 0;0 0 1]; 

R12=[cos(q2) -sin(q2) 0;sin(q2) cos(q2) 0;0 0 1];

%PASO 4 Evaluación de las velocidades angulares de {Si}

%------------------------------------------------------

w1=R01’*(w0+z0*qd1); w2=R12’*(w1+z0*qd2);

% PASO 5 Evaluación de las aceleraciones angulares de {Si}

%-----------------------------------------------------------

dw1=R01’*(dw0 +z0*qdd1)+cross(w0,z0*qd1); 

dw2=R12’*(dw1 +z0*qdd2)+cross(w1,z0*qd2);

% PASO 6 Evaluación de las aceleraciones lineales de {Si}

%----------------------------------------------------------

dv1=cross(dw1,p1)+cross(w1,cross(w1,p1))+R01’*dv0; dv2=cross(dw2,p2)+cross(w

2,cross(w2,p2))+R12’*dv1;

% PASO 7 Evaluación de la aceleración lineal de los cdg

%-------------------------------------------------------

a1=cross(dw1,s1)+cross(w1,cross(w1,s1))+dv1; a2=cross(dw2,s2)+cross(w2,cross(

w2,s2))+dv2;

% PASO 8 Evaluación de las fuerzas sobre los eslabones

%-----------------------------------------------------

f2=R23*f3+m2*a2; f1=R12*f2+m1*a1;



Ciência e Tecnologia para o Desenvolvimento Ambiental, Cultural e 
Socioeconômico IX Capítulo 1 10

% PASO 9 Evaluación de los pares sobre los eslabones

%-----------------------------------------------------

n2=R23*(n3+cross((R23’*p2),f3))+cross((p2+s2),m2*a2)+I2*dw2+cross(w2,(I2

*w2));

n1=R12*(n2+cross((R12’*p1),f2))+cross((p1+s1),m1*a1)+I1*dw1+cross(w1,(I1*w1));

% PASO 10 Evaluación de los pares

%----------------------------------

P1=n1’*R01’*z0; P2=n2’*R12’*z0; PARES(tk,1)=P1; PARES(tk,2)=P2;

% FIN DEL ALGORITMO

%------------------------------------------------------

%-.-.-.-.--.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-

% VERIFICACIÓN:

% Este código es únicamente a efectos de verificar que la programación del 

algoritmo es correcta. Obtiene % la

solución analítica obtenida manualmente

T1=(m1*d1^2+m2*(l1^2+d2^2+2*l1*d2*cos(q2)))*qdd1+(m2*d2*(l1*cos(q2)+d2))*q

dd2-(2*m2*l1*d2*sin(q2))*qd2*qd1-(m2*d2*l1*sin(q2))*qd2*qd2

+g*((m1*d1+m2*l1)*cos(q1)+ m2*d2*cos(q1+q2));

T2=(m2*d2*(l1*cos(q2)+d2))*qdd1+(m2*d2^2)*qdd2+ (m2*d2*l1*sin(q2))*qd1*qd1+ 

g*m2*d2*cos(q1+q2);

PARES1(tk,1)=T1; PARES2(tk,2)=T2;

%-.-.-.-.--.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-

end % fin del bucle de paso de tiempo

%---------------------------------------------------------------------

%-.-.-.-.--.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-

% VERIFICACIÓN:

% Este código es únicamente a efectos de verificar que la programación del 

algoritmo es correcta

% Obtiene la solución mediante la función rne de la toolbox de robótica de Matlab

DefScara; % Se define el robot

grav=[0,9.8,0]; % Se define la gravedad con respecto al sistema {S0}

PARES3=rne(Scara,q,qd,qdd,grav,[f_3,n_3]);

%-.-.-.-.--.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-

% Presentación Gráfica de los resultados

figure(2)
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Tau=rne(Rej5_6,q,qd,qdd,grav);

TauG = gravload(Rej5_6,q,grav);

TauC = coriolis(Rej5_6,q,qd);

TauI = itorque(Rej5_6,q,qdd);

subplot(2,4,1), hold

plot(Tau(:,1)),plot(T1,’rx’),title(‘Par Total Q1 L’),grid

legend(strcat(‘Q1:’,sq1),’Location’,’SouthOutside’)

legend boxoff ,hold

subplot(2,4,2), plot(TauI(:,1)),title(‘Par Inercia Q1 L’),grid

subplot(2,4,3), plot(TauC(:,1)),title(‘Par Coriolis Q1 L’),grid

subplot(2,4,4), plot(TauG(:,1)),title(‘Par Gravedad Q1 L’),grid

subplot(2,4,5), hold

plot(Tau(:,2)),plot(F2,’rx’),title(‘Par Total Q2 L’),grid

legend(strcat(‘Q2:’,sq2),’Location’,’SouthOutside’)

legend boxoff ,hold

subplot(2,4,6), plot(TauI(:,2)),title(‘Par Inercia Q2 L’),grid

subplot(2,4,7), plot(TauC(:,2)),title(‘Par Coriolis Q2 L’),grid

subplot(2,4,8), plot(TauG(:,2)),title(‘Par Gravedad Q2 L’),grid

Figura 4. Defi nición simbólica de la posición Q1.               Figura 5. Defi nición simbólica de la posición Q2.
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Figura 6. Par Q1 obtenido del algoritmo de Lagrange.  Figura 7. Par Q1 obtenido del algoritmo de Lagrange.

Figura 8. Par Total Q1 obtenido por Lagrange. Figura 9. Par Total Q2 obtenido por Lagrage.

Figura 10. Par Inercia Q1 obtenido por Lagrange. Figura 11. Par Inercia Q2 obtenido por Lagrange.
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Figura 12. Par Coriolis Q1 obtenido por Lagrange. Figura 13. Par Coriolis Q2 obtenido por Lagrange.

Figura 14. Par Gravedad Q1 obtenido por Lagrange. Figura 15. Par Gravedad Q2 obtenido por Lagrange.

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

El proceso metodológico presentado en fi gura 2 parte del análisis de la 

cinemática directa y diferencial obtenida del respectivo modelo cinemático; el cual 

permite obtener los pares que deben aplicados en las respectivas articulaciones para 

que el robot pueda realizar sus prestaciones correctamente. La contribución a estos 

pares posee distintas aportaciones observando (12); a saber: 1) el par que debe vencer 

efectos inerciales donde la matriz de inercia M(q) es una generalización del momento 

de inercia clásico de un cuerpo (primer término 𝑴 (q) 𝑞̈), 2) el par que debe vencer 

efectos centrífugos y de Coriolis (segundo término 𝑪(𝒒,, )) )  y 3) el par que debe 

vencer efectos gravitatorios (tercer término G(q)). De la discusión de (12) se observan 

algunas cuestiones de interés para el proceso de diseño; la aportación del par inercial 

aumenta en la medida que se tengan eslabones con valores mayores de J1 y J2, y 

mayores distancias de los CM a los centros de giro (lc1 y lc2). Cabe igual razonamiento 

para la contribución del par gravitacional al par total. También se deben tener en 
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cuenta los aportes realizados por las fuerzas centrífugas y de Coriolis; si se efectúa 

el producto matricial en el tercer término de (12), por un lado, se obtienen los pares 

centrífugos: [𝒎𝟐𝒍𝟏𝒍𝒄𝟐𝑺𝟐] − [𝒎𝟐𝒍𝟏𝒍𝒄𝟐𝑺𝟐] (dependen del cuadrado de las velocidades 

y coinciden con los elementos de la diagonal principal (i = j) de la matriz C), y por otro, 

los pares de Coriolis:

−2𝑚2𝑙1𝑙𝑐2𝑆2 (dependen del producto de dos velocidades de articulaciones 

distintas y coinciden con los elementos que están fuera de la diagonal principal (i ǂ j) 

de la matriz C). Se realizó una simulación resolución del modelo dinámico inverso de un 

robot mediante un algoritmo computacional. De dicho proceso se puede constatar los 

efectos centrífugos y de Coriolis, además de los efectos gravitatorios en un robot planar 

de 2GDL. Por lo que el modelo matemático se corrobora con el algoritmo computacional.

4. CONCLUSIONES

Las principales conclusiones que se extraen del presente artículo son las 

siguientes:

Se usan las ecuaciones de Lagrange como uno de los métodos superiores de la 

Mecánica Analítica, para la obtención de ecuaciones diferenciales bien estructuradas en 

donde se visualizan los pares y fuerzas que intervienen (inercia, Coriolis, gravedad). Estas 

ecuaciones permiten obtener el Modelo Dinámico del robot en función de sus variables 

articulares y derivando la función de energía que depende de estas variables.

Este método tiene la ventaja de que no intervienen las fuerzas de ligadura, dado 

que hace uso de balance de energía. Por otra parte, no es eficiente computacionalmente, 

dado que el algoritmo es de un orden de complejidad O(n4); dado que se realizan más 

operaciones por la potencia cuarta del número de gdl.

Las futuras líneas en las que está trabajando este grupo de investigación son 

las siguientes:

1.	 Análisis de la dinámica de los sistemas de trasmisión, actuadores y equipos 

electrónicos.

2.	 Probar el modelo analítico obtenido en banco experimental donde los 

eslabones, actuadores y sistemas de trasmisión se construyen en el 

laboratorio de nuestra facultad.

3.	 Diseño y evaluación del control dinámico del robot; en principio, mediante el 

desarrollo de algoritmos de control que lleven en forma asintótica a cero el 

vector de error de posicionamiento (qerror = qdeseada - qactual).
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4.	 Determinar valores de parámetros dinámicos del robot (momentos de 

inercia, centros de masa y coeficientes de fricción), mediante técnicas de 

identificación paramétrica, tales como modelos de regresión.
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