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PROLOGO

La producciéon del conocimiento cientifico y educativo en el campo de las
ciencias exactas y naturales se caracteriza, cada vez mas, por su capacidad de articular
fundamentos tedricos, desarrollos tecnologicos, practicas formativas y compromisos
sociales. En este contexto, el primer volumen de Pesquisa e Docéncia em Ciéncias
Exatas e Naturais reline un conjunto plural de trabajos que evidencian la vitalidad de la
investigacion contemporanea y la importancia de repensar la docencia como espacio de
construccién, mediacion y circulacion del saber.

Los capitulos que integran esta obra permiten percibir la amplitud de un campo
que no se limita a la transmision de contenidos de disciplinas cientificas, sino que se abre
a problemas complejos, metodologias diversas y experiencias docentes. La investigacion
matematica, fisico-quimica y computacional convive aqui con la ingenieria aplicada, la
inteligencia artificial, la ética profesional, la educacion matematica, la ensefianza de
las ciencias, la formacion superior y la preservacion del conocimiento paleontolégico.
Esta diversidad tematica refleja una vision amplia de las ciencias exactas y naturales,
entendidas no solo como areas de formulacion abstracta y experimentacion técnica, sino
también como practicas humanas, educativas e institucionales.

El volumen se inicia con trabajos dedicados a la modelizacion matematica,
fisico-quimica y al estudio de sistemas complejos. En este primer conjunto, se abordan
problemas relacionados con operadores diferenciales, semigrupos de contracciones,
isotermas de adsorcion, gases reales, potenciales de Lennard-Jones y Morse,
nanoestructuras y configuraciones de minimo potencial. Estos capitulos destacan la
importancia de la modelizacion, la abstraccion y la simulacion en la comprension de
fenomenos naturales y materiales.

En un segundo momento, la obra se orienta hacia las tecnologias aplicadas, la
ingenieria y los medios digitales en la formacion cientifica. Los trabajos reunidos en esta
parte muestran como el desarrollo tecnologico puede contribuir tanto a la creacion de
dispositivos y soluciones aplicadas como a la transformacion de los procesos formativos.
La presencia de estudios sobre electroestimulacion, generaciéon de graficos vectoriales
mediante reconocimiento de voz, aprendizaje profundo e inteligencia artificial en
contextos universitarios evidencia la necesidad de repensar la innovacion técnica junto
con sus implicaciones educativas, epistemoldgicas y profesionales.

La tercera parte concentra investigaciones orientadas a la docencia, el
aprendizaje y la equidad en contextos educativos diversos. Los capitulos analizan

cuestiones vinculadas a la ética en ingenieria, a la inclusion en educacién matematica,



al liderazgo y desempefio docente, a las actitudes hacia la estadistica, al aprendizaje
basado en proyectos, a la relacion entre suefo y aprendizaje, y a la calidad educativa
en la formacion superior en odontologia. En conjunto, estos trabajos subrayan que
ensenar ciencias y matematicas exige mucho mas que dominio de la disciplina: requiere
sensibilidad pedagdgica, reflexion institucional, innovacion metodologica y atencion a las
condiciones reales de aprendizaje de los estudiantes.

Finalmente, el volumen se cierra con una contribucion singular dedicada a las
ciencias naturales, los acervos fosiles y la preservacion del conocimiento paleontolégico.
A partir de una trayectoria de décadas en la prospeccion, coleccién y exhibicion de fosiles,
este capitulo invita a reflexionar sobre la colaboracion entre iniciativas privadas, museos,
universidades e instituciones cientificas. Su presencia al final de la obra ofrece un cierre
significativo, al recordar que la ciencia también depende de la conservacion, documentacion
y accesibilidad de los materiales que permiten reconstruir la historia natural.

De este modo, Pesquisa e Docéncia em Ciéncias Exatas e Naturais propone
una lectura que avanza desde los fundamentos cientificos y matematicos hacia las
aplicaciones tecnologicas, los medios digitales, los desafios de la ensefanza y la
preservacion del patrimonio natural. La obra evidencia que investigar y ensefiar estan
profundamente interrelacionadas: toda investigacion produce nuevas preguntas para
la formacion, y toda practica docente comprometida puede convertirse en espacio de
investigacion, innovacion y transformacion. De hecho, solo se puede ensefar bien a los
estudiantes aquel conocimiento que los investigadores antes comprendieron bien.

Esperamos que este volumen contribuya al dialogo entre investigadores, docentes,
estudiantes y profesionales interesados en las ciencias exactas y naturales, fortaleciendo
una perspectiva integradora, critica y colaborativa del conocimiento. Que los trabajos aqui
reunidos sirvan como punto de partida para nuevas investigaciones, nuevas practicas
pedagogicas y nuevas formas de aproximarse a los desafios cientificos y educativos de

nuestro tiempo.

Ramon Gonzalez Calvet
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RESUMEN: EI billar y sus bolas moviéndose
libremente sobre una mesa se toman como
modelo de la adsorcion de moléculas esféricas
sobre una superficie. La funciéon de area libre
(la proporcion entre el area disponible para
el centro de una molécula que se quiera
afadir a la superficie y el area total) en
funcion del recubrimiento se obtiene a partir
de simulaciones. Mediante termodinamica
estadistica se deduce laisoterma de adsorcion
y la presion superficial a partir de la funcién
de area libre. La isoterma de adsorcion del
billar difiere de la isoterma de Langmuir
en que considera la entropia translacional
en lugar de la entropia configuracional. Su
generalizacion a tres dimensiones es el gas de
esferas rigidas. La dependencia de la funcion
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GASES REALES'

de volumen libre con la densidad en un gas de
esferas duras no es lineal, como supuso Van
der Waals, sino que puede aproximarse por
un polinomio de grado superior o por una ley
potencial. Las moléculas de los gases reales
solo se comportan como esferas duras a
muy bajas temperaturas. A temperaturas mas
altas se comportan como esferas blandas, es
decir, como bolas elasticas. El potencial de
Lennard-Jones permite modelar las fuerzas de
atraccion, asi como la disminucién del radio de
exclusion y el aumento del volumen libre con la
temperatura. A partir de aqui, se obtiene una
ecuacion de estado reducida que es universal
para todos los gases.

PALABRAS CLAVE: isoterma del billar; gas
de esferas duras; potencial de Lennard-Jones;
coeficientes del virial; gas de esferas blandas.

ISOTERMA DE ADSORCAO DERIVADA
DO MODELO DE BILHAR E EQUAGAO DE
ESTADO APLICADA A GASES REAIS

RESUMO: O bilhar, com suas bolas movendo-
se livremente sobre uma mesa, serve como
modelo para a adsorcdo de moléculas
esféricas em uma superficie. A funcéo de
area livre (a razao entre a area disponivel para
o centro de uma molécula a ser adicionada
a superficie e a area total) em funcdo do
recobrimento é obtida a partir de simulacoes.
Usando a termodindmica estatistica, a
isoterma de adsorcao e a pressao superficial
sdo derivadas da funcdo de area livre. A
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isoterma de adsorcéo do bilhar difere da isoterma de Langmuir por considerar a entropia
translacional em vez da entropia configuracional. Sua generalizagao para trés dimensoes
€ o gas de esferas rigidas. A dependéncia da funcdo de volume livre com a densidade
em um gas de esferas rigidas nédo é linear, como assumido por Van der Waals, mas pode
ser aproximada por um polinébmio de grau superior ou uma lei de poténcia. Moléculas em
gases reais comportam-se como esferas rigidas apenas em temperaturas muito baixas.
Em temperaturas mais altas, elas se comportam como esferas macias, ou seja, como
bolas elasticas. O potencial de Lennard-Jones permite modelar as forcas atrativas, a
diminuicao do raio de excluséo e o aumento do volume livre com a temperatura. A partir
disso, obtemos uma equacéo de estado reduzida que é universal para todos os gases.
PALAVRAS-CHAVE: isoterma de bilhar; adsorcéo; gas de esferas rigidas; potencial de
Lennard-Jones; coeficientes viriais; gas de esferas macias.

1. INTRODUCCION

Se han propuesto diversas isotermas de adsorcion para describir la adsorcion
de iones y compuestos neutros sobre superficies. Con el objetivo de describir la
adsorcion de algunos gases (nitrégeno, metano, mondxido de carbono, argon, oxigeno
y diéxido de carbono) sobre vidrio a 90K y sobre mica a 155 K, Langmuir [Langmuir
1918] propuso la isoterma 6/(1—6)= fa asumiendo que N moléculas se adsorben en
M sitios fijos sobre la superficie (N < M). Aqui, 8 = NI/M es el recubrimiento, a es la
actividad en el volumen adyacente (generalmente aproximada por la concentracion),
y f es el coeficiente de adsorcion que soélo depende de la naturaleza del compuesto,
de la naturaleza de la superficie y de la temperatura. La entropia configuracional de
la capa de adsorcion se obtiene del numero de combinaciones como S =kInC;; [Hill
1986, p. 127], donde k es la constante de Boltzmann. Frumkin [Frumkin 1925] anadio
a la isoterma de Langmuir un término de interaccion intermolecular similar al término

atractivo de la ecuacion de Van der Waals

% exp(-B0)= pa (1)

Frumkin ya demostroé que, para B >4, su isoterma de adsorcion predecia una
transicion de fase entre una fase muy diluida y una fase con recubrimiento cercano a
la unidad. Desde entonces se han propuesto muchas otras isotermas, catorce de las
cuales fueron listadas por Damaskin y otros. [Damaskin 1971, pp. 86-88]. En el caso de la
adsorcion idnica, laisoterma del virial InT'+BI' =In 8 +Ina ha sido ampliamente utilizada
porque no tiene como parametro el exceso superficial maximo I',,, , que es generalmente
desconocido y cuyo valor es muy incierto en el caso de los iones. El exceso superficial

viene dado por I'=N/(N,A) donde A es el area de la superficiey N, es el nimero de
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Avogrado. Con unaisoterma de Frumkin modificada con dos factores relativos al campo
eléctrico interfacial que no se explicaran aqui por falta de espacio, fuimos capaces
[Sanz y Gonzalez 1989] de reproducir bien la adsorcion de cloruro y yoduro sobre el
electrodo de mercurio desde soluciones acuosas y sus curvas de capacidad eléctrica
pero con extranos valores del exceso superficial maximo. Para el cloruro utilizamos
una carga de adsorcion maxima de o™ =-0,40 C-m™ y B=0 mientras que la carga
de un empaquetamiento hexagonal compacto de iones cloruro deducida a partir del
radio ionico es o®™ =-14118C-m™. Para el yoduro utilizamos "™ =-0,40 C-m™
y B=-7,16, mientras que la carga de un empaquetamiento hexagonal compacto de
iones yoduro es o°™ =-0,9556C-m~_ Esta paradoja permanecié sin resolver durante

muchos anos hasta que una partida de billar jugada con un amigo revel6 la solucion.

2. SIMULACIONES DEL MODELO DEL BILLAR

Los iones haluro son esféricos y tienen capas electronicas cerradas. Su adsorcion
se estudio por primera vez en disoluciones acuosas sobre el electrodo de gotas de mer-
curio [Grahame 1955]. El mercurio es un metal liquido con una superficie homogénea
sin estructura que debe considerarse plana. Por otro lado, los estudios de adsorcion
de haluros fueron realizados a temperatura ambiente [Payne 1968, Sears y Lyons 1973,
Dutkiewicz y Parsons 1966], que es mucho mas alta que los rangos de temperatura es-
tudiados por Langmuir. La hipdtesis de adsorcion localizada no es realista para los iones
haluro sobre mercurio, pues muy probablemente estan deslocalizados. Por lo tanto, las
bolas de billar sobre una mesa parecen ser un buen modelo para ellos. Supondremos
que los iones haluro son esferas rigidas con radios iguales a sus radios idnicos que
solo interactuan por contacto (como la colisién de bolas de billar) y electrostaticamente
(ya que estan cargados). Pueden moverse libremente sobre la superficie, tienen ener-
gia translacional como las bolas de billar rodando sobre la mesa, y pueden alcanzar
cualquier punto a menos que ya esté ocupado por otra bola. Cuando la superficie esta
vacia, el area total esta disponible para la primera bola. Si una bola ya esta presente en
la superficie, el area disponible para el centro de la segunda bola es A—41R? (Res el

radio de las bolas) porque no puede acercarse al primer centro a una distancia menor

que 2R (Figura1).
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Figura 1. Los centros de dos esferas no pueden aproximarse a una distancia menor que su diametro.
- —
-~ >
\

Si hay N bolas sobre la superficie, el area libre accesible es aproximadamente
Alibre

cuatro veces su proyeccion sobre la superficie, y el exceso superficial maximo parece ser

=~ A-4TINR? si 4TINR? << A. Es decir, el area de exclusién de cada esfera es

mucho menor que el correspondiente al empaquetamiento hexagonal compacto. Este es
el desconcertante fenomeno observado en la adsorcion de cloruro y yoduro.

La fraccion del area ocupada y el recubrimiento ya no coinciden como en la
isoterma de Langmuir y hay que dar definiciones distintas de cada concepto. Definimos
el recubrimiento como una fraccion molar igual a la proporcion del nimero de bolas
sobre la superficie con respecto al nimero de bolas del empaguetamiento hexagonal
compacto. El area de la celda rombica que contiene una bola en un empaquetamiento
hexagonal compacto, A, =2/3R? =3,4641R? es mas grande que el area TTR? de la
proyeccion de la bola sobre la superficie debido a los espacios intersticiales. Asi pues,
el recubrimiento es 0=T/T, =AN/A = 2J3NR?/A. También definimos la
sombra @ [Gonzalez Calvet 2026] como la fraccidn de area sombreada cuando una luz
cenital ilumina la mesa de billar, esto es, ¢ = TTNR?/A. La sombra es proporcional al
recubrimiento ya que ¢ =T0/(2v3). Mientras 0 <0 <1, la sombra no alcanza la unidad
porque 0< @< m/(24/3) = 0,9069 debido a los agujeros intersticiales entre esferas.

Definimos la funcion de area libre como el cociente del area accesible al centro
de una nueva bola que se quiere anadir a la superficie dividida por el area total. A

recubrimientos bajos

2
_ATNRT 4 4p-1-2Tp s 6<<t 2)

A A N

Cuando el recubrimiento aumenta, las intersecciones entre los circulos de
exclusion con radio 2R de distintas esferas son mas frecuentes y la funcion de area libre
se desvia de esta ley lineal. Puesto que no existe una forma sencilla de calcular la funcién

de area libre, recurrimos a simulaciones.
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Llevamos a cabo simulaciones de una distribucion aleatoria de bolas de billar
sobre una mesa dibujando circulos de exclusion de radio 2R en un cuadrado de lado
unidad en la pantalla del ordenador (Figura 2) y comprobando que todas las distancias

entre sus centros fueran mayores que 2R.

Figura 2. A media simulacion. Los circulos de radio 2R = 0,1 en verde, y el area libre en negro.

Los pixeles del cuadrado se barren cada vez que se afade un nuevo circulo de
exclusion hasta agotar el area libre. Dado que las condiciones de contorno periddicas
pueden generar patrones periddicos, elegimos condiciones de contorno aleatorias: los
circulos de exclusién se dibujan con centros dentro del cuadrado [0: 1%, pero los pixeles
barridos solo pertenecen al cuadrado [2R, 1-2R]*. El marco con anchura 2R establece
un contorno aleatorio pero no es util para el recuento de pixeles (en [Gonzalez 2025-
I] tomamos una anchura R insuficiente). La funcién de area libre es el cociente de los
pixeles no pintados entre los pixeles barridos. El radio elegido fue R=0,05 y el tamafo de
la cuadricula de barrido fue 0,005. Otros valores de R solo significan ampliar o reducir la
escala con la que observamos la superficie, pero no cambian los resultados. La variabilidad
en los valores de la funcion de area libre se reduce promediando muchas simulaciones. La
funcion obtenida del promedio de 100 simulaciones se muestra en la Figura 3. De media,
el area libre se agota para ¢, , = 0,57, aunque este valor depende de cada simulacion.

Se pueden encontrar mas detalles de las simulaciones en [Gonzélez 2025-1y 2025-11].

3. ISOTERMA DE ADSORCION Y PRESION SUPERFICIAL

La funcion de particiéon translacional de una particula i adsorbida sobre una
superficie que tenga area A es z, = A, | A?, donde A =h/.2rmkT es la longitud de
onda térmica, h es la constante de Planck, m la masa de la particula, k la constante de

Boltzmanny T la temperatura absoluta.
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Figura 3. Funcion de area libre frente al recubrimiento obtenida promediando 100 simulaciones (cuadrados)
comparada con las aproximaciones cuadratica (curva superior) y cubica (curva media), y con la ley potencial
(curva inferior).

10 %
(o)
0.9
0.8 1
0.7 4
0.6
0.5 1
0.4 1
0.3 1

0.2 4

0.1 4

0.0 T T T T ' T T T T .
0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1.0

Toda el area A es accesible a la primera particula afiadida a la superficie, pero
el area libre accesible a una nueva particula se reduce progresivamente conforme
mas particulas se adsorben. El area libre accesible a la particula i viene dada por
A = Af(H,), donde 6, =iA ., (A= 2i/3R?/ A. La funcién de particion translacional de un
sistema de N particulas independientes que tienen diferentes areas accesibles A; es
[Speedy 1977]

N
];[Zi AN N
Zy, ZI_T:WHf(g’) @)

que ya incluye la correccion de Gibbs para particulas indistinguibles. La energia libre de

Helmholtz es proporcional al logaritmo de la funcién de particion del sistema.

2 N
F=-kTInZ, =kT NInAIJrNInN—N—ZInf(H,) (4)
i=1
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Aproximando la suma por una integral se obtiene
]

2
F=NkT(h A ih 0—1}- KTA th f(6,)do, (5)

celda

celda

donde 6 =NA.,,!A.Puestoque dF =-SdT — p dA+ udN, el potencial quimico de la capa

2
ﬂz(ij =kT(In A +|n9—|nf(9)] ©
T,A

de adsorcion es

6N celda

que es igual al de la disolucion u =y, + KT Ina lo que da lugar a la isoterma de adsorcion

—)=,Ba con ﬂzﬂexpﬂ (7)

A? kT
Andlogamente, la presion superficial p =y, —y (la diferencia entre la tension

superficial en ausencia y en presencia de adsorcion) se obtiene como

0
__(GFJ NKT | | 1J‘9,f(9,)dg 8)

Ay A 0) o)

y el factor de compresibilidad de este gas bidimensional de esferas duras es

0 [

M:1_1J.‘L)f’“(9f)d9,=1—1j¢"'ﬂ(¢’)d¢,- (©)
NKT — 6) f(0) ol flp)
0 0

Los coeficientes del virial B, 6 son los coeficientes del desarrollo
p/kT=p+Bzvpp2+lepp3+~' en términos de la densidad numérica p=N/A. Los
coeficientes del virial B, , tienen dimensiones de (m*)""' Para un gas de esferas duras,

los coeficientes del virial adimensionales del desarrollo

PA 2
——=1+B,p+B,p° +-- (10)

NKT 2P+ B39
en términos de la sombra ¢ = TR?p son B, = B,, /(1'rR2 )"71. Durante el pasado siglo, unos
cuantos de ellos fueron calculados en distintos trabajos. Un resumen de estos resultados
dados como los cocientes B, /Bz"; puede encontrarse en [Janse van Rensburg
1993]. Puesto que B,, =2mR? y B, =2, correspondiente a la ley lineal f(p)=1-4¢p

a recubrimientos bajos, los coeficientes del virial adimensionales se obtienen de los
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anteriores cocientes como B, = 2"_1Bn,p /52;1. La identificacion de (9) y (10) nos permite

encontrar la funcion de area libre a partir de los coeficientes del virial

f(p)= exp[ L ——B.o" ] (1)

4. APROXIMACION POLINOMICA A LA FUNCION DE AREA LIBRE

La funcién de area libre promediada a partir de simulaciones se ajusta muy bien a
una funcion cuadratica, pero sus coeficientes varian con cada conjunto de simulaciones.
Por ello, propusimos una funcion cuadratica que fuera tangente al eje de abcisas. Puesto
que recubrimientos mayores que 0,57 no son imposibles, solo improbables y pueden
ocurrir, cualquier expresion algebraica aproximada de la funcidon de area libre deberia
tener como asintota el eje de abcisas igual que (11), o por lo menos deberia ser tangente
a este eje. Asi pues, no es admisible una funcion de area libre que corte el eje de abcisas
con un cierto angulo. La funcidn cuadratica que es tangente al eje de abcisas y tiende a

la ley lineal (2) a bajos recubrimientos es Unica

2
f(0)= (1 —%9] =(1-2¢) =1-4¢p + 4¢? 12)

y se anula para 6, =+/3/m=0,5513 o Omax =0,5. Una mejor aproximacion
es una cubica. El desarrollo de la exponencial (11) de la serie virial con B2 =2,y
B, =16/3 — 43/ hasta segundo orden es

By o2 _ j 643 13)

=1- 4(0+—g0 +-

flp)= exp(— 2B

El coeficiente del término de segundo orden es ahora menor que 4, dado por
la funcion cuadratica (12). Cualquier aproximacion realista a f(go) debe satisfacer las
condiciones f((ﬂmax) f( max) 0, lo que determina el coeficiente del término de
tercer orden

o) 6v3 , V3

1- 4¢+7¢ 11439544¢° —1-2T g "2

V3

con ¢,., =0,464039 o0 9__ =0,511676. Esta cubica ajusta mejor los datos de simulacién

max —

0% +10737486° (14)

pero predice un recubrimiento maximo menor que el determinado a partir de las
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simulaciones (6,,,, =0,57). En la Figura 3 se compara la funcion de area libre obtenida de
las simulaciones con las aproximaciones cuadratica y cubica. A recubrimientos medios, la
funcion cuadratica sobreestima ligeramente la funcion de area libre obtenida a partir de
las simulaciones pero para propoésitos practicos, es bastante precisa y mucho mejor que
f(e) =1- 6 predicha por la isoterma de Langmuir.

Otra posible aproximacion es una ley potencial. Identificando los dos primeros
coeficientes del desarrollo en potencias de ¢, se encuentra una ley potencial con un

exponente mas pequefo que el de la ley cuadratica

t
4(,;)‘ ( 2m j 4r
flp)=[1-22| =[1-==6| con t=—""_ =1.705020...
((ﬂ) ( f 3 4”73\/5 (15)

que predice Ppa, =0,426255 0 9, . = 0,470013, bastante menor que el obtenido en las

simulaciones.

5. LA FUNCION DE VOLUMEN LIBRE PARA UN GAS DE ESFERAS DURAS

Cuando una particula se anade a un volumen vacio, puede moverse libremente por
todo del volumen. Cuando una segunda particula se afade al volumen, los dos centros
no pueden acercarse a una distancia menor que o =2R, de manera que la esfera de
exclusion de la primera particula es ocho veces su volumen. En consecuencia, la funcién
de volumen libre para un gas de esferas duras diluido es

321TNR?
fln)=1- 2TV

=1-8n si np<<1 (16)
donde a 7 =4TNR*/3 =N1c®/6 se le llama la fraccién de empaquetamiento, que es
similar a la sombra @ . Un empaquetamiento tridimensional compacto de esferas duras
puede formar una red cristalina hexagonal o cubica centrada en las caras. Ambas tienen
la misma densidad. El volumen de la celda romboédrica que contiene una esfera de

radio R en ambas redes es V., =4+/2R® =56568R*, que es mayor que el volumen de

celda
la esfera 4mR*®/3 =4,1888R*® debido a los espacios intersticiales. Definimos el relleno
como el cociente del numero de esferas en un volumen dado dividido entre el nimero en
una red compacta, es decir, y = NV,,. /V = 4y2NR® /V . El relleno es una fraccidn molar
que generaliza el recubrimiento a tres dimensiones y satisface 0 <y <1. El relleno y la
fraccion de empaquetamiento son proporcionales segin 77 = Ty /(3v2). La fraccién de

empaquetamiento satisface 0 <7 < 1/(3+/2) = 0,7405.
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La funcion de volumen libre representa la probabilidad de que cualquier punto
sea accesible al centro de una nueva esfera [Speedy 1977], y esta probabilidad puede
estimarse mediante la frecuencia relativa de puntos disponibles en cualquier subconjunto
del espacio tridimensional. Por lo tanto, se realizaron tres tipos diferentes de simulaciones
para determinar la funcién de volumen libre mediante el barrido de un cubo, un cuadrado
o un segmento. El barrido de un cubo es lento y no permite dibujar esferas de exclusion
en la pantalla del ordenador, mientras que en los otros dos casos si se pueden barrer
pixeles. El barrido de un segmento es rapido, pero los resultados son muy variables. En
[Gonzalez 2025-11] se describe el funcionamiento de los tres programas. El programa
que consideramos 6ptimo consiste en emplazar al azar centros de esferas duras en la
caja [0,1° x[-20, 20] mostrada en la Figura 4, siempre asegurando que cualquier centro
adicional esté a una distancia no menor que o =2R de los otros centros previamente
colocados en la caja. Anteriormente habiamos tomado la caja [0,1)° x[-o, o] [Gonzalez
2025-1], pero después nos dimos cuenta de que las condiciones de contorno aleatorias
requerian una caja mayor, lo que corregimos en [Gonzalez Calvet 2026]. Si (x,y,z) son
las coordenadas validadas de un centro de una nueva esfera, entonces se pinta en la
pantalla del ordenador (Figura 5) el circulo de radio vo? —z* y centro (X, y), que es la
interseccion de la esfera de exclusién con el plano z =0. El barrido de los pixeles del
cuadrado [0, 1-0]* dala funcion de volumen libre. La deduccion de la ecuacion de estado
de un gas de esferas duras en un volumen dado es la misma que para dos dimensiones

.z Yy 3 .
pero con funcién de particion z; =V, /A’ . En consecuencia

+00

)= oxf -3 "B "
n=2

Figura 4. Caja de simulacion que contiene los centros  Figura 5. Plano central z=0 de la caja en la figura 4. Las
de las esferas de exclusion. Solo aquellas cuyo centros  esferas de exclusion con radio 0=0.1 intersecan este
estan dentro de la caja gris cortan el plano z=0. plano en los circulos verdes.

=c r—
< /7 20
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Tian y otros [Tian 2019] dieron los coeficientes del virial hasta B,, con elevada
precision excepto para el ultimo. Boltzmann [Boltzmann 1995, p. 352] ya calculd B,=4 y
B,=10, y Van Laar calculd la funcion de volumen libre correspondiente [Boltzmann 1898,
Ecuacion 11]

ﬂ=1+477+10772+~-- & f(7)=1-8n+17n% +--- (18)

NKT

El acuerdo entre la funcién de volumen libre obtenida a partir de las simulaciones
y a partir de los coeficientes del virial es excelente tal como muestra la Figura 6.

Van der Waals supuso que el volumen libre disponible para n moles de gas sigue la
ley lineal V-nb, donde b es una constante llamada covolumen. Sin embargo, la funcion de
volumen libre no es lineal excepto a bajas densidades. La ley potencial que mejor ajusta
la funcion de volumen libre tiene exponente 8/3, es decir, f(n)z (1 —377)8/3 y la ecuacion
de estado resultante es

oV 5 8
PV _ 5O a-3
NKT =3 oy (1-3n) (19)

Las esferas rigidas no tienen en cuenta ni las fuerzas intermoleculares atractivas
ni la variacion de la esfera de exclusion con la temperatura. Para considerarlas, se necesita

un modelo de interaccién intermolecular.

Figura 6. Funcién de volumen libre frente a la fraccion de empaguetamiento. Cuadrados obtenidos promediando
100 simulaciones. Curva calculada con (17) a partir de los coeficientes del virial hasta B,,.
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6. GAS DE ESFERAS BLANDAS

Las moléculas se comportan como esferas rigidas a bajas temperaturas y como
pelotas elasticas a temperaturas mas altas. En lugar de bolas de billar, un modelo més
apropiado serian las pelotas de tenis. Paralas moléculas esféricas, la energia de interaccion
depende unicamente de la distancia entre sus centros. Como modelo de la interaccién
intermolecular, hemos elegido el potencial de Lennard-Jones u(r)=4s[c™/r? —c®/r°],
donde o es la distancia para la cual el potencial se anula, y £ es la profundidad del pozo
de potencial. El segundo coeficiente virial para cualquier potencial intermolecular radial
es [M1'1986, Ecuacion 15-24 en la p. 267]

+20
B,, = A J.(exp(— u(r)j — 1]411 rdr (20)
27 kT

Vargas y otros [Vargas 2001] calcularon una expresion exacta del segundo
coeficiente virial en funcion de las funciones de Bessel modificadas. Sin embargo,
nuestra aproximacion, explicada a continuacion, es mas facil de implementar. En primer
lugar, dividimos el intervalo de integracion en dos intervalos. Para I <o el potencial
u(r) es repulsivo y divergente, mientras que para r > o el potencial es atractivo y esta
acotado segin —& /KT <u(r) <0, de manera que los dos intervalos requieren diferentes
aproximaciones analiticas. En el intervalo repulsivo, la integracion por partes da

o +o0 5
B;, = —;J‘(exp[— Lll((;_)j—1]4n ridr = ;J-‘m[;(u)] exp(— kL;'jIC(I;I' (21)
0 0

donde r(u) es la funcion inversa de u(r) que, para el potencial de Lennard-Jones, es

o

61+\/1+u/3 (22)

2

r(u)=

Si interpretamos exp(—u/kT)/kT como una densidad de probabilidad [Vasilyev
1994, p. 128], entonces la parte repulsiva del segundo coeficiente virial es igual a la mitad

del volumen de la esfera de exclusién promediada para todas las energias positivas

, 1<4Trr3> omo® \/1+\/1+0,5|n(1+1)+0,51
= = con g(r)=
3 39(r) 2 (23)

2,/)_2

Pesquisa e Docéncia em Ciéncias Exatas e Naturais Capitulo 2 m



Mediante integracién numérica, hemos encontrado una aproximacion a 9g(r)
que es mejor que la dada en [Gonzalez 2025-11], donde 7 = kT /& es la temperatura
reducida. Cuanto mayor sea la energia relativa de dos particulas, menor sera la distancia
minima que pueden alcanzar sus centros, al igual que dos pelotas de tenis. En este
sentido, el potencial de Lennard-Jones modela la elasticidad de las moléculas. Para
la parte atractiva del segundo coeficiente virial, el desarrollo de la exponencial da la

aproximacion [Gonzalez 2025-I1].

1( 16m0°  128m0°  1024T0°
sz:—j(exp(—tzfpj—1j4nr2dr;— LA AL A o (24)

2 97 31572 10395¢°
El coeficiente adimensional es B; =6B;,, /(o). Ahadiendo esta aproximacion de
B; e introduciendo n=m<r®> p/6=n, /g(r) en (19), hemos encontrado una ecuacion
de estado para los gases reales [Gonzalez Calvet 2026] que satisface el principio de
los estados correspondientes y reproduce cualitativamente las curvas del factor de

compresibilidad (Figura 7)

pv 5 89(1)"{1_3770j_(32+ 256 2048 j )

= —_—— = _— +7
NKT 3 9, g(r)) \3r " 105:2 " 3465:° )"

(25)

Figura 7. Factor de compresibilidad frente a la presion reducida calculada a partir de (25) para las temperaturas
reducidas T/T _ iguales a1,11,1.2,1.3,15y 2.
1,6

PVINRT

1,4

z=

N

04

0,2

0,0

% plp1®

Sin embargo, los minimos calculados son mas altos y el cruce de las diferentes

curvas ocurre a presiones mas bajas que en los datos experimentales [Kondepudi
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2008, Fig. 1.6 en p. 26], [Kontogeorgis y Folas 2020, Fig. 31 en p. 45]. Nuestro factor de
compresibilidad calculado en el punto critico es 0,3710 menor que 0,375 para la ecuacién
de van der Waals, mientras que los valores experimentales son ligeramente inferiores a
0,3 para muchos gases. Este resultado era de esperar ya que solo se toma en cuenta
el segundo coeficiente virial para describir la atraccion entre moléculas, lo cual es
insuficiente. En conclusion, una ecuacion de estado de un gas de esferas duras mejorada
con la variacion del radio de exclusion con la temperatura (esferas blandas) y con la parte
atractiva del segundo coeficiente virial ya da una buena descripcion cualitativa de los

gases reales, aunque la concordancia todavia no es cuantitativa.
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