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PRÓLOGO

La producción del conocimiento científico y educativo en el campo de las 

ciencias exactas y naturales se caracteriza, cada vez más, por su capacidad de articular 

fundamentos teóricos, desarrollos tecnológicos, prácticas formativas y compromisos 

sociales. En este contexto, el primer volumen de Pesquisa e Docência em Ciências 

Exatas e Naturais reúne un conjunto plural de trabajos que evidencian la vitalidad de la 

investigación contemporánea y la importancia de repensar la docencia como espacio de 

construcción, mediación y circulación del saber.

Los capítulos que integran esta obra permiten percibir la amplitud de un campo 

que no se limita a la transmisión de contenidos de disciplinas científicas, sino que se abre 

a problemas complejos, metodologías diversas y experiencias docentes. La investigación 

matemática, físico-química y computacional convive aquí con la ingeniería aplicada, la 

inteligencia artificial, la ética profesional, la educación matemática, la enseñanza de 

las ciencias, la formación superior y la preservación del conocimiento paleontológico. 

Esta diversidad temática refleja una visión amplia de las ciencias exactas y naturales, 

entendidas no solo como áreas de formulación abstracta y experimentación técnica, sino 

también como prácticas humanas, educativas e institucionales.

El volumen se inicia con trabajos dedicados a la modelización matemática, 

físico-química y al estudio de sistemas complejos. En este primer conjunto, se abordan 

problemas relacionados con operadores diferenciales, semigrupos de contracciones, 

isotermas de adsorción, gases reales, potenciales de Lennard-Jones y Morse, 

nanoestructuras y configuraciones de mínimo potencial. Estos capítulos destacan la 

importancia de la modelización, la abstracción y la simulación en la comprensión de 

fenómenos naturales y materiales. 

En un segundo momento, la obra se orienta hacia las tecnologías aplicadas, la 

ingeniería y los medios digitales en la formación científica. Los trabajos reunidos en esta 

parte muestran cómo el desarrollo tecnológico puede contribuir tanto a la creación de 

dispositivos y soluciones aplicadas como a la transformación de los procesos formativos. 

La presencia de estudios sobre electroestimulación, generación de gráficos vectoriales 

mediante reconocimiento de voz, aprendizaje profundo e inteligencia artificial en 

contextos universitarios evidencia la necesidad de repensar la innovación técnica junto 

con sus implicaciones educativas, epistemológicas y profesionales.

La tercera parte concentra investigaciones orientadas a la docencia, el 

aprendizaje y la equidad en contextos educativos diversos. Los capítulos analizan 

cuestiones vinculadas a la ética en ingeniería, a la inclusión en educación matemática, 



al liderazgo y desempeño docente, a las actitudes hacia la estadística, al aprendizaje 

basado en proyectos, a la relación entre sueño y aprendizaje, y a la calidad educativa 

en la formación superior en odontología. En conjunto, estos trabajos subrayan que 

enseñar ciencias y matemáticas exige mucho más que dominio de la disciplina: requiere 

sensibilidad pedagógica, reflexión institucional, innovación metodológica y atención a las 

condiciones reales de aprendizaje de los estudiantes.

Finalmente, el volumen se cierra con una contribución singular dedicada a las 

ciencias naturales, los acervos fósiles y la preservación del conocimiento paleontológico. 

A partir de una trayectoria de décadas en la prospección, colección y exhibición de fósiles, 

este capítulo invita a reflexionar sobre la colaboración entre iniciativas privadas, museos, 

universidades e instituciones científicas. Su presencia al final de la obra ofrece un cierre 

significativo, al recordar que la ciencia también depende de la conservación, documentación 

y accesibilidad de los materiales que permiten reconstruir la historia natural.

De este modo, Pesquisa e Docência em Ciências Exatas e Naturais propone 

una lectura que avanza desde los fundamentos científicos y matemáticos hacia las 

aplicaciones tecnológicas, los medios digitales, los desafíos de la enseñanza y la 

preservación del patrimonio natural. La obra evidencia que investigar y enseñar están 

profundamente interrelacionadas: toda investigación produce nuevas preguntas para 

la formación, y toda práctica docente comprometida puede convertirse en espacio de 

investigación, innovación y transformación. De hecho, solo se puede enseñar bien a los 

estudiantes aquel conocimiento que los investigadores antes comprendieron bien.

Esperamos que este volumen contribuya al diálogo entre investigadores, docentes, 

estudiantes y profesionales interesados en las ciencias exactas y naturales, fortaleciendo 

una perspectiva integradora, crítica y colaborativa del conocimiento. Que los trabajos aquí 

reunidos sirvan como punto de partida para nuevas investigaciones, nuevas prácticas 

pedagógicas y nuevas formas de aproximarse a los desafíos científicos y educativos de 

nuestro tiempo.

Ramon González Calvet
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RESUMEN: El billar y sus bolas moviéndose 
libremente sobre una mesa se toman como 
modelo de la adsorción de moléculas esféricas 
sobre una superficie. La función de área libre 
(la proporción entre el área disponible para 
el centro de una molécula que se quiera 
añadir a la superficie y el área total) en 
función del recubrimiento se obtiene a partir 
de simulaciones. Mediante termodinámica 
estadística se deduce la isoterma de adsorción 
y la presión superficial a partir de la función 
de área libre. La isoterma de adsorción del 
billar difiere de la isoterma de Langmuir 
en que considera la entropía translacional 
en lugar de la entropía configuracional. Su 
generalización a tres dimensiones es el gas de 
esferas rígidas. La dependencia de la función 

1 Versión en castellano del artículo presentado en inglés al 
congreso 4th International Conference on Recent Trends 
in Material Science & Devices 2026 (ICRTMD-2026) 
celebrado del 6 al 8 de abril de 2026 en Charkhi Dadri, 
Haryana, India.

de volumen libre con la densidad en un gas de 
esferas duras no es lineal, como supuso Van 
der Waals, sino que puede aproximarse por 
un polinomio de grado superior o por una ley 
potencial. Las moléculas de los gases reales 
solo se comportan como esferas duras a 
muy bajas temperaturas. A temperaturas más 
altas se comportan como esferas blandas, es 
decir, como bolas elásticas. El potencial de 
Lennard-Jones permite modelar las fuerzas de 
atracción, así como la disminución del radio de 
exclusión y el aumento del volumen libre con la 
temperatura. A partir de aquí, se obtiene una 
ecuación de estado reducida que es universal 
para todos los gases.
PALABRAS CLAVE: isoterma del billar; gas 
de esferas duras; potencial de Lennard-Jones; 
coeficientes del virial; gas de esferas blandas.

ISOTERMA DE ADSORÇÃO DERIVADA 

DO MODELO DE BILHAR E EQUAÇÃO DE 

ESTADO APLICADA A GASES REAIS

RESUMO: O bilhar, com suas bolas movendo-
se livremente sobre uma mesa, serve como 
modelo para a adsorção de moléculas 
esféricas em uma superfície. A função de 
área livre (a razão entre a área disponível para 
o centro de uma molécula a ser adicionada
à superfície e a área total) em função do
recobrimento é obtida a partir de simulações.
Usando a termodinâmica estatística, a
isoterma de adsorção e a pressão superficial
são derivadas da função de área livre. A

https://orcid.org/0009-0000-0617-5918
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isoterma de adsorção do bilhar difere da isoterma de Langmuir por considerar a entropia 
translacional em vez da entropia configuracional. Sua generalização para três dimensões 
é o gás de esferas rígidas. A dependência da função de volume livre com a densidade 
em um gás de esferas rígidas não é linear, como assumido por Van der Waals, mas pode 
ser aproximada por um polinômio de grau superior ou uma lei de potência. Moléculas em 
gases reais comportam-se como esferas rígidas apenas em temperaturas muito baixas. 
Em temperaturas mais altas, elas se comportam como esferas macias, ou seja, como 
bolas elásticas. O potencial de Lennard-Jones permite modelar as forças atrativas, a 
diminuição do raio de exclusão e o aumento do volume livre com a temperatura. A partir 
disso, obtemos uma equação de estado reduzida que é universal para todos os gases.
PALAVRAS-CHAVE: isoterma de bilhar; adsorção; gás de esferas rígidas; potencial de 
Lennard-Jones; coeficientes viriais; gás de esferas macias.

1. INTRODUCCIÓN

Se han propuesto diversas isotermas de adsorción para describir la adsorción 

de iones y compuestos neutros sobre superficies. Con el objetivo de describir la 

adsorción de algunos gases (nitrógeno, metano, monóxido de carbono, argón, oxígeno 

y dióxido de carbono) sobre vidrio a 90K y sobre mica a 155 K, Langmuir [Langmuir 

1918] propuso la isoterma aβθθ =− )1/(   asumiendo que N moléculas se adsorben en 

M sitios fijos sobre la superficie ( MN ≤ ). Aquí, MN /=θ  es el recubrimiento, a es la 

actividad en el volumen adyacente (generalmente aproximada por la concentración), 

y β  es el coeficiente de adsorción que sólo depende de la naturaleza del compuesto, 

de la naturaleza de la superficie y de la temperatura. La entropía configuracional de 

la capa de adsorción se obtiene del número de combinaciones como N
MCkS ln=  [Hill 

1986, p. 127], donde k es la constante de Boltzmann. Frumkin [Frumkin 1925] añadió 

a la isoterma de Langmuir un término de interacción intermolecular similar al término 

atractivo de la ecuación de Van der Waals

( ) aB βθ
θ

θ
=−

−
exp

1
                                                      (1)

Frumkin ya demostró que, para 4>B , su isoterma de adsorción predecía una 

transición de fase entre una fase muy diluida y una fase con recubrimiento cercano a 

la unidad. Desde entonces se han propuesto muchas otras isotermas, catorce de las 

cuales fueron listadas por Damaskin y otros. [Damaskin 1971, pp. 86-88]. En el caso de la 

adsorción iónica, la isoterma del virial  aB lnlnln +=Γ+Γ β   ha sido ampliamente utilizada 

porque no tiene como parámetro el exceso superficial máximo maxΓ , que es generalmente 

desconocido y cuyo valor es muy incierto en el caso de los iones. El exceso superficial 

viene dado por )/( 0 ANN=Γ  donde A  es el área de la superficie y 0N  es el número de 
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Avogrado. Con una isoterma de Frumkin modificada con dos factores relativos al campo 

eléctrico interfacial que no se explicarán aquí por falta de espacio, fuimos capaces 

[Sanz y González 1989] de reproducir bien la adsorción de cloruro y yoduro sobre el 

electrodo de mercurio desde soluciones acuosas y sus curvas de capacidad eléctrica 

pero con extraños valores del exceso superficial máximo. Para el cloruro utilizamos 

una carga de adsorción máxima de 2max
1 mC40,0 −⋅−=σ  y 0=B  mientras que la carga 

de un empaquetamiento hexagonal compacto de iones cloruro deducida a partir del 

radio iónico es 2comp
1 mC4118,1 −⋅−=σ . Para el yoduro utilizamos 2max

1 mC40,0 −⋅−=σ  

y B=-7,16, mientras que la carga de un empaquetamiento hexagonal compacto de 

iones yoduro es 2comp
1 mC9556,0 −⋅−=σ . Esta paradoja permaneció sin resolver durante 

muchos años hasta que una partida de billar jugada con un amigo reveló la solución.

2. SIMULACIONES DEL MODELO DEL BILLAR

Los iones haluro son esféricos y tienen capas electrónicas cerradas. Su adsorción 

se estudió por primera vez en disoluciones acuosas sobre el electrodo de gotas de mer-

curio [Grahame 1955]. El mercurio es un metal líquido con una superficie homogénea 

sin estructura que debe considerarse plana. Por otro lado, los estudios de adsorción 

de haluros fueron realizados a temperatura ambiente [Payne 1968, Sears y Lyons 1973, 

Dutkiewicz y Parsons 1966], que es mucho más alta que los rangos de temperatura es-

tudiados por Langmuir. La hipótesis de adsorción localizada no es realista para los iones 

haluro sobre mercurio, pues muy probablemente están deslocalizados. Por lo tanto, las 

bolas de billar sobre una mesa parecen ser un buen modelo para ellos. Supondremos 

que los iones haluro son esferas rígidas con radios iguales a sus radios iónicos que 

solo interactúan por contacto (como la colisión de bolas de billar) y electrostáticamente 

(ya que están cargados). Pueden moverse libremente sobre la superficie, tienen ener-

gía translacional como las bolas de billar rodando sobre la mesa, y pueden alcanzar 

cualquier punto a menos que ya esté ocupado por otra bola. Cuando la superficie está 

vacía, el área total está disponible para la primera bola. Si una bola ya está presente en 

la superficie, el área disponible para el centro de la segunda bola es 2π4 RA −  (R es el 

radio de las bolas) porque no puede acercarse al primer centro a una distancia menor 

que R2  (Figura 1). 
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Figura 1. Los centros de dos esferas no pueden aproximarse a una distancia menor que su diámetro.

Si hay N bolas sobre la superficie, el área libre accesible es aproximadamente    
2

libre π4 NRAA −≅  si  ANR <<2π4 . Es decir, el área de exclusión de cada esfera es 

cuatro veces su proyección sobre la superficie, y el exceso superficial máximo parece ser 

mucho menor que el correspondiente al empaquetamiento hexagonal compacto. Este es 

el desconcertante fenómeno observado en la adsorción de cloruro y yoduro.

La fracción del área ocupada y el recubrimiento ya no coinciden como en la 

isoterma de Langmuir y hay que dar definiciones distintas de cada concepto. Definimos 

el recubrimiento como una fracción molar igual a la proporción del número de bolas 

sobre la superficie con respecto al número de bolas del empaquetamiento hexagonal 

compacto. El área de la celda rómbica que contiene una bola en un empaquetamiento 

hexagonal compacto, 22
celda 4641,332 RRA ≅= , es más grande que el área 2πR  de la 

proyección de la bola sobre la superficie debido a los espacios intersticiales. Así pues, 

el recubrimiento es ANA // celdacomp =ΓΓ=θ  ARN /32 2= . También definimos la 

sombra ϕ  [González Calvet 2026] como la fracción de área sombreada cuando una luz 

cenital ilumina la mesa de billar, esto es, ARN /π 2=ϕ . La sombra es proporcional al 

recubrimiento ya que )32/(πθϕ = . Mientras 10 ≤≤ θ , la sombra no alcanza la unidad 

porque 9069,0)32/(π0 =≤≤ ϕ  debido a los agujeros intersticiales entre esferas.

Definimos la función de área libre como el cociente del área accesible al centro 

de una nueva bola que se quiere añadir a la superficie dividida por el área total. A 

recubrimientos bajos

                       (2)

Cuando el recubrimiento aumenta, las intersecciones entre los círculos de 

exclusión con radio 2R de distintas esferas son más frecuentes y la función de área libre 

se desvía de esta ley lineal. Puesto que no existe una forma sencilla de calcular la función 

de área libre, recurrimos a simulaciones.
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Llevamos a cabo simulaciones de una distribución aleatoria de bolas de billar 

sobre una mesa dibujando círculos de exclusión de radio 2R en un cuadrado de lado 

unidad en la pantalla del ordenador (Figura 2) y comprobando que todas las distancias 

entre sus centros fueran mayores que 2R.

Figura 2. A media simulación. Los círculos de radio 2R = 0,1 en verde, y el área libre en negro.

Los píxeles del cuadrado se barren cada vez que se añade un nuevo círculo de 

exclusión hasta agotar el área libre. Dado que las condiciones de contorno periódicas 

pueden generar patrones periódicos, elegimos condiciones de contorno aleatorias: los 

círculos de exclusión se dibujan con centros dentro del cuadrado 
2]1,0[ , pero los píxeles 

barridos solo pertenecen al cuadrado 
2]21,2[ RR − . El marco con anchura 2R establece 

un contorno aleatorio pero no es útil para el recuento de píxeles (en [González 2025-

I] tomamos una anchura R insuficiente).  La función de área libre es el cociente de los 

píxeles no pintados entre los píxeles barridos. El radio elegido fue R=0,05 y el tamaño de 

la cuadrícula de barrido fue 0,005. Otros valores de R solo significan ampliar o reducir la 

escala con la que observamos la superficie, pero no cambian los resultados. La variabilidad 

en los valores de la función de área libre se reduce promediando muchas simulaciones. La 

función obtenida del promedio de 100 simulaciones se muestra en la Figura 3. De media, 

el área libre se agota para 57,0max ≅θ , aunque este valor depende de cada simulación. 

Se pueden encontrar más detalles de las simulaciones en [González 2025-I y 2025-II].

3. ISOTERMA DE ADSORCIÓN Y PRESIÓN SUPERFICIAL

La función de partición translacional de una partícula i adsorbida sobre una 

superficie que tenga área Ai es 2/Λ= ii Az , donde 
 

mkTh π2/=Λ  es la longitud de 

onda térmica, h  es la constante de Planck, m  la masa de la partícula, k  la constante de 

Boltzmann y T  la temperatura absoluta. 
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Figura 3. Función de área libre frente al recubrimiento obtenida promediando 100 simulaciones (cuadrados) 
comparada con las aproximaciones cuadrática (curva superior) y cúbica (curva media), y con la ley potencial 
(curva inferior).

Toda el área A  es accesible a la primera partícula añadida a la superficie, pero 

el área libre accesible a una nueva partícula se reduce progresivamente conforme 

más partículas se adsorben. El área libre accesible a la partícula i  viene dada por 

( )ii fAA θ= , donde ARiAiAi /32/ 2
celda ==θ . La función de partición translacional de un 

sistema de N  partículas independientes que tienen diferentes áreas accesibles iA  es 

[Speedy 1977]

( )∏
∏

=

=

Λ
==

N

i
iN

N

N

i
i

N f
N

A
N

z
Z

1
2

1

!!
θ                                          (3)

que ya incluye la corrección de Gibbs para partículas indistinguibles. La energía libre de 

Helmholtz es proporcional al logaritmo de la función de partición del sistema. 

(4)( )







−−+

Λ
=−= ∑

=

N

i
iN fNNN

A
NkTZkTF

1

2

lnlnlnln θ
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Aproximando la suma por una integral se obtiene

( ) ii df
A
kTA

A
NkTF θθθ

θ

∫−







−+

Λ
=

0
celdacelda

2

ln1lnln                            (5)

donde ANA da /cel=θ . Puesto que dNdApdTSdF µ+−−= , el potencial químico de la capa 

de adsorción es

( )







−+

Λ
=







∂
∂

= θθµ f
A

kT
N
F

AT

lnlnln
celda

2

,
                            (6)

que es igual al de la disolución akT ln0 += µµ  lo que da lugar a la isoterma de adsorción

                                  (7)

Análogamente, la presión superficial γγ −= 0p  (la diferencia entre la tensión 

superficial en ausencia y en presencia de adsorción) se obtiene como

	 ( )
( ) 















−=



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∂

−= ∫
θ

θ
θ
θθ

θ
0

,

11 i
i

ii

TN

d
f

'f
A

NkT
A
Fp                            (8)

y el factor de compresibilidad de este gas bidimensional de esferas duras es

( )
( )

( )
( )∫∫ −=−=

ϕθ

ϕ
ϕ
ϕϕ

ϕ
θ

θ
θθ

θ
00

1111 i
i

ii
i

i

ii d
f

'fd
f

'f
NkT
pA

                      (9)

Los coeficientes del virial ρ,2B  son los coeficientes del desarrollo 

+++= 3
,3

2
,2/ ρρρ ρρ BBkTp  en términos de la densidad numérica AN /=ρ . Los 

coeficientes del virial ρ,nB  tienen dimensiones de 
13)m( −n
. Para un gas de esferas duras, 

los coeficientes del virial adimensionales del desarrollo 

+++= 2
321 ϕϕ BB

NkT
pA

                                             (10)

en términos de la sombra ρϕ 2πR=  son ( ) 12
, π/ −

=
n

nn RBB ρ . Durante el pasado siglo, unos 

cuantos de ellos fueron calculados en distintos trabajos. Un resumen de estos resultados 

dados como los cocientes 1
,2, / −n

n BB ρρ  puede encontrarse en [Janse van Rensburg 

1993]. Puesto que 2
,2 π2 RB =ρ  y 22 =B , correspondiente a la ley lineal ( ) ϕϕ 41−≅f  

a recubrimientos bajos, los coeficientes del virial adimensionales se obtienen de los 
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anteriores cocientes como 1
,2,

1 /2 −−= n
n

n
n BBB ρρ . La identificación de (9) y (10) nos permite 

encontrar la función de área libre a partir de los coeficientes del virial 

( ) 







−

−= ∑
+∞

=

−

2

1

1
exp

n

n
nB

n
nf ϕϕ                                             (11)

4. APROXIMACIÓN POLINÓMICA A LA FUNCIÓN DE ÁREA LIBRE

La función de área libre promediada a partir de simulaciones se ajusta muy bien a 

una función cuadrática, pero sus coeficientes varían con cada conjunto de simulaciones. 

Por ello, propusimos una función cuadrática  que fuera tangente al eje de abcisas. Puesto 

que recubrimientos mayores que 0,57 no son imposibles, solo improbables y pueden 

ocurrir, cualquier expresión algebraica aproximada de la función de área libre debería 

tener como asíntota  el eje de abcisas igual que (11), o por lo menos debería ser tangente 

a este eje. Así pues, no es admisible una función de área libre que corte el eje de abcisas 

con un cierto ángulo. La función cuadrática que es tangente al eje de abcisas y tiende a 

la ley lineal (2) a bajos recubrimientos es única

					   
( ) ( ) 22

2

44121
3
π1 ϕϕϕθθ +−=−=








−=f                      (12)

y se anula para 0,5513π/3max ≅=θ  o 5,0max =ϕ . Una mejor aproximación 

es una cúbica. El desarrollo de la exponencial (11) de la serie virial con 22 =B , y 

π/343/163 −=B  hasta segundo orden es

( )  ++−=






 −−−= 223
2 π

3641
2

32exp ϕϕϕϕϕ
B

Bf
            

(13)

El coeficiente del término de segundo orden es ahora menor que 4, dado por 

la función cuadrática (12). Cualquier aproximación realista a ( )ϕf  debe satisfacer las 

condiciones ( ) ( ) 0maxmax == ϕϕ 'ff , lo que determina el coeficiente del término de 

tercer orden

 ( ) 3232 073748,1
2

3π
3
π21439544,1

π
3641 θθϕϕϕϕ ++−=++−≅ θf     (14)

con 464039,0max ≅ϕ  o 511676,0max ≅θ . Esta cúbica ajusta mejor los datos de simulación 

pero predice un recubrimiento máximo menor que el determinado a partir de las 
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simulaciones ( 57,0max ≅θ ). En la Figura 3 se compara la función de área libre obtenida de 

las simulaciones con las aproximaciones cuadrática y cúbica. A recubrimientos medios, la 

función cuadrática sobreestima ligeramente la función de área libre obtenida a partir de 

las simulaciones pero para propósitos prácticos, es bastante precisa y mucho mejor que 

( ) θθ −= 1f  predicha por la isoterma de Langmuir.

Otra posible aproximación es una ley potencial. Identificando los dos primeros 

coeficientes del desarrollo en potencias de ϕ , se encuentra una ley potencial con un 

exponente más pequeño que el de la ley cuadrática

        (15)

que predice 426255,0max ≅ϕ  o 470013,0max ≅θ , bastante menor que el obtenido en las 

simulaciones.

5. LA FUNCIÓN DE VOLUMEN LIBRE PARA UN GAS DE ESFERAS DURAS

Cuando una partícula se añade a un volumen vacío, puede moverse libremente por 

todo del volumen. Cuando una segunda partícula se añade al volumen, los dos centros 

no pueden acercarse a una distancia menor que R2=σ , de manera que la esfera de 

exclusión de la primera partícula es ocho veces su volumen. En consecuencia, la función 

de volumen libre para un gas de esferas duras diluido es 

                            (16)

donde a 6/π3/π4 33 ση NNR ==  se le llama la fracción de empaquetamiento, que es 

similar a la sombra ϕ . Un empaquetamiento tridimensional compacto de esferas duras 

puede formar una red cristalina hexagonal o cúbica centrada en las caras. Ambas tienen 

la misma densidad. El volumen de la celda romboédrica que contiene una esfera de 

radio R  en ambas redes es 33
celda 6568,524 RRV ≅= , que es mayor que el volumen de 

la esfera 33 1888,43/π4 RR ≅  debido a los espacios intersticiales.  Definimos el relleno 

como el cociente del número de esferas en un volumen dado dividido entre el número en 

una red compacta, es decir, VNRVNV /24/ 3
celda ==ψ . El relleno es una fracción molar 

que generaliza el recubrimiento a tres dimensiones y satisface 10 ≤≤ψ . El relleno y la 

fracción de empaquetamiento son proporcionales según )23/(πψη = . La fracción de 

empaquetamiento satisface 7405,0)23/(π0 ≅≤≤η .
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La función de volumen libre representa la probabilidad de que cualquier punto 

sea accesible al centro de una nueva esfera [Speedy 1977], y esta probabilidad puede 

estimarse mediante la frecuencia relativa de puntos disponibles en cualquier subconjunto 

del espacio tridimensional. Por lo tanto, se realizaron tres tipos diferentes de simulaciones 

para determinar la función de volumen libre mediante el barrido de un cubo, un cuadrado 

o un segmento. El barrido de un cubo es lento y no permite dibujar esferas de exclusión 

en la pantalla del ordenador, mientras que en los otros dos casos sí se pueden barrer 

píxeles. El barrido de un segmento es rápido, pero los resultados son muy variables. En 

[González 2025-II] se describe el funcionamiento de los tres programas. El programa 

que consideramos óptimo consiste en emplazar al azar centros de esferas duras en la 

caja ]2,2[]1,0[ 2 σσ−×  mostrada en la Figura 4, siempre asegurando que cualquier centro 

adicional esté a una distancia no menor que R2=σ  de los otros centros previamente 

colocados en la caja. Anteriormente habíamos tomado la caja ],[]1,0[ 2 σσ−×  [González 

2025-II], pero después nos dimos cuenta de que las condiciones de contorno aleatorias 

requerían una caja mayor, lo que corregimos en [González Calvet 2026]. Si ( )zyx ,,  son 

las coordenadas validadas de un centro de una nueva esfera, entonces se pinta en la 

pantalla del ordenador (Figura 5) el círculo de radio 22 z−σ  y centro ( )yx, , que es la 

intersección de la esfera de exclusión con el plano 0=z . El barrido de los píxeles del 

cuadrado 2]1,[ σσ −  da la función de volumen libre. La deducción de la ecuación de estado 

de un gas de esferas duras en un volumen dado es la misma que para dos dimensiones 

pero con función de partición 3/Λ= ii Vz . En consecuencia

(17)( ) 








−
−= ∑

+∞

=

−

2

1

1
exp

n

n
nB

n
nf ηη

Figura 4. Caja de simulación que contiene los centros 
de las esferas de exclusión. Sólo aquellas cuyo centros 
están dentro de la caja gris cortan el plano z=0.

Figura 5. Plano central  z=0 de la caja en la figura 4. Las 
esferas de exclusión con radio σ=0.1  intersecan este 
plano en los círculos verdes.
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Tian y otros [Tian 2019] dieron los coeficientes del virial hasta B12 con elevada 

precisión excepto para el último. Boltzmann [Boltzmann 1995, p. 352] ya calculó B2=4 y 

B3=10, y Van Laar calculó la función de volumen libre correspondiente [Boltzmann 1898, 

Ecuación 11]

              (18)

El acuerdo entre la función de volumen libre obtenida a partir de las simulaciones 

y a partir de los coeficientes del virial es excelente tal como muestra la Figura 6. 

Van der Waals supuso que el volumen libre disponible para n moles de gas sigue la 

ley lineal V-nb, donde b es una constante llamada covolumen. Sin embargo, la función de 

volumen libre no es lineal excepto a bajas densidades. La ley potencial que mejor ajusta 

la función de volumen libre tiene exponente 8/3, es decir, ( ) ( ) 3/831 ηη −=f  y la ecuación 

de estado resultante es

( )η
η

31ln
9
8

3
5

−−−=
NkT
pV

                                               (19)

Las esferas rígidas no tienen en cuenta ni las fuerzas intermoleculares atractivas 

ni la variación de la esfera de exclusión con la temperatura. Para considerarlas, se necesita 

un modelo de interacción intermolecular.

Figura 6. Función de volumen libre frente a la fracción de empaquetamiento. Cuadrados obtenidos promediando 
100 simulaciones. Curva calculada con (17) a partir de los coeficientes del virial hasta B12.
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6. GAS DE ESFERAS BLANDAS

Las moléculas se comportan como esferas rígidas a bajas temperaturas y como 

pelotas elásticas a temperaturas más altas. En lugar de bolas de billar, un modelo más 

apropiado serían las pelotas de tenis. Para las moléculas esféricas, la energía de interacción 

depende únicamente de la distancia entre sus centros. Como modelo de la interacción 

intermolecular, hemos elegido el potencial de Lennard-Jones  ( ) ]//[4 661212 rrru σσε −= , 

donde σ  es la distancia para la cual el potencial se anula, y ε  es la profundidad del pozo 

de potencial. El segundo coeficiente virial para cualquier potencial intermolecular radial 

es [Hill 1986, Ecuación 15-24 en la p. 267]

( )
∫
+∞









−






−−=

0

2
,2 π41exp

2
1 drr

kT
ruB ρ                             (20)

Vargas y otros [Vargas 2001] calcularon una expresión exacta del segundo 

coeficiente virial en función de las funciones de Bessel modificadas. Sin embargo, 

nuestra aproximación, explicada a continuación, es más fácil de implementar. En primer 

lugar, dividimos el intervalo de integración en dos intervalos. Para σ<r  el potencial 

)(ru  es repulsivo y divergente, mientras que para σ>r  el potencial es atractivo y está 

acotado según  0)(/ ≤≤− rukTε , de manera que los dos intervalos requieren diferentes 

aproximaciones analíticas. En el intervalo repulsivo, la integración por partes da

( ) ( )[ ]∫∫
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uurdrr
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ruBr

σ

ρ
        (21)

donde ( )ur  es la función inversa de ( )ru  que, para el potencial de Lennard-Jones, es

	
( )

6

2
/11 ε

σ

u
ur

++
=

                                             

(22) 

Si interpretamos ( ) kTkTu //exp −  como una densidad de probabilidad [Vasilyev 

1994, p. 128], entonces la parte repulsiva del segundo coeficiente virial es igual a la mitad 

del volumen de la esfera de exclusión promediada para todas las energías positivas

           (23)
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Mediante integración numérica, hemos encontrado una aproximación a ( )τg  

que es mejor que la dada en [González 2025-II], donde ετ /kT=  es la temperatura 

reducida. Cuanto mayor sea la energía relativa de dos partículas, menor será la distancia 

mínima que pueden alcanzar sus centros, al igual que dos pelotas de tenis. En este 

sentido, el potencial de Lennard-Jones modela la elasticidad de las moléculas. Para 

la parte atractiva del segundo coeficiente virial, el desarrollo de la exponencial da la 

aproximación [González 2025-II].
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El coeficiente adimensional es )π/(6 3
,22 σρ

aa BB = . Añadiendo esta aproximación de 
aB2  e introduciendo ( )τηρη gr /6/π 0

3 =><=  en (19), hemos encontrado una ecuación 

de estado para los gases reales [González Calvet 2026] que satisface el principio de 

los estados correspondientes y reproduce cualitativamente las curvas del factor de 

compresibilidad (Figura 7)
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Figura 7. Factor de compresibilidad frente a la presión reducida calculada a partir de (25) para las temperaturas 
reducidas T/Tcr  iguales a 1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.5 y 2.

Sin embargo, los mínimos calculados son más altos y el cruce de las diferentes 

curvas ocurre a presiones más bajas que en los datos experimentales [Kondepudi 
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2008, Fig. 1.6 en p. 26], [Kontogeorgis y Folas 2020, Fig. 3.1 en p. 45]. Nuestro factor de 

compresibilidad calculado en el punto crítico es 0,3710 menor que 0,375 para la ecuación 

de van der Waals, mientras que los valores experimentales son ligeramente inferiores a 

0,3 para muchos gases. Este resultado era de esperar ya que solo se toma en cuenta 

el segundo coeficiente virial para describir la atracción entre moléculas, lo cual es 

insuficiente. En conclusión, una ecuación de estado de un gas de esferas duras mejorada 

con la variación del radio de exclusión con la temperatura (esferas blandas) y con la parte 

atractiva del segundo coeficiente virial ya da una buena descripción cualitativa de los 

gases reales, aunque la concordancia todavía no es cuantitativa.
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que el problema de los tres cuerpos no tenía solución general conocida. En consecuencia, 

se planteó y resolvió cómo expresar la energía cinética en términos de las velocidades 
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contenido fue parcialmente explicado en algunos artículos.
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