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PRÓLOGO

La producción del conocimiento científico y educativo en el campo de las 

ciencias exactas y naturales se caracteriza, cada vez más, por su capacidad de articular 

fundamentos teóricos, desarrollos tecnológicos, prácticas formativas y compromisos 

sociales. En este contexto, el primer volumen de Pesquisa e Docência em Ciências 

Exatas e Naturais reúne un conjunto plural de trabajos que evidencian la vitalidad de la 

investigación contemporánea y la importancia de repensar la docencia como espacio de 

construcción, mediación y circulación del saber.

Los capítulos que integran esta obra permiten percibir la amplitud de un campo 

que no se limita a la transmisión de contenidos de disciplinas científicas, sino que se abre 

a problemas complejos, metodologías diversas y experiencias docentes. La investigación 

matemática, físico-química y computacional convive aquí con la ingeniería aplicada, la 

inteligencia artificial, la ética profesional, la educación matemática, la enseñanza de 

las ciencias, la formación superior y la preservación del conocimiento paleontológico. 

Esta diversidad temática refleja una visión amplia de las ciencias exactas y naturales, 

entendidas no solo como áreas de formulación abstracta y experimentación técnica, sino 

también como prácticas humanas, educativas e institucionales.

El volumen se inicia con trabajos dedicados a la modelización matemática, 

físico-química y al estudio de sistemas complejos. En este primer conjunto, se abordan 

problemas relacionados con operadores diferenciales, semigrupos de contracciones, 

isotermas de adsorción, gases reales, potenciales de Lennard-Jones y Morse, 

nanoestructuras y configuraciones de mínimo potencial. Estos capítulos destacan la 

importancia de la modelización, la abstracción y la simulación en la comprensión de 

fenómenos naturales y materiales. 

En un segundo momento, la obra se orienta hacia las tecnologías aplicadas, la 

ingeniería y los medios digitales en la formación científica. Los trabajos reunidos en esta 

parte muestran cómo el desarrollo tecnológico puede contribuir tanto a la creación de 

dispositivos y soluciones aplicadas como a la transformación de los procesos formativos. 

La presencia de estudios sobre electroestimulación, generación de gráficos vectoriales 

mediante reconocimiento de voz, aprendizaje profundo e inteligencia artificial en 

contextos universitarios evidencia la necesidad de repensar la innovación técnica junto 

con sus implicaciones educativas, epistemológicas y profesionales.

La tercera parte concentra investigaciones orientadas a la docencia, el 

aprendizaje y la equidad en contextos educativos diversos. Los capítulos analizan 

cuestiones vinculadas a la ética en ingeniería, a la inclusión en educación matemática, 



al liderazgo y desempeño docente, a las actitudes hacia la estadística, al aprendizaje 

basado en proyectos, a la relación entre sueño y aprendizaje, y a la calidad educativa 

en la formación superior en odontología. En conjunto, estos trabajos subrayan que 

enseñar ciencias y matemáticas exige mucho más que dominio de la disciplina: requiere 

sensibilidad pedagógica, reflexión institucional, innovación metodológica y atención a las 

condiciones reales de aprendizaje de los estudiantes.

Finalmente, el volumen se cierra con una contribución singular dedicada a las 

ciencias naturales, los acervos fósiles y la preservación del conocimiento paleontológico. 

A partir de una trayectoria de décadas en la prospección, colección y exhibición de fósiles, 

este capítulo invita a reflexionar sobre la colaboración entre iniciativas privadas, museos, 

universidades e instituciones científicas. Su presencia al final de la obra ofrece un cierre 

significativo, al recordar que la ciencia también depende de la conservación, documentación 

y accesibilidad de los materiales que permiten reconstruir la historia natural.

De este modo, Pesquisa e Docência em Ciências Exatas e Naturais propone 

una lectura que avanza desde los fundamentos científicos y matemáticos hacia las 

aplicaciones tecnológicas, los medios digitales, los desafíos de la enseñanza y la 

preservación del patrimonio natural. La obra evidencia que investigar y enseñar están 

profundamente interrelacionadas: toda investigación produce nuevas preguntas para 

la formación, y toda práctica docente comprometida puede convertirse en espacio de 

investigación, innovación y transformación. De hecho, solo se puede enseñar bien a los 

estudiantes aquel conocimiento que los investigadores antes comprendieron bien.

Esperamos que este volumen contribuya al diálogo entre investigadores, docentes, 

estudiantes y profesionales interesados en las ciencias exactas y naturales, fortaleciendo 

una perspectiva integradora, crítica y colaborativa del conocimiento. Que los trabajos aquí 

reunidos sirvan como punto de partida para nuevas investigaciones, nuevas prácticas 

pedagógicas y nuevas formas de aproximarse a los desafíos científicos y educativos de 

nuestro tiempo.

Ramon González Calvet
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RESUMEN: El diseño molecular y el estudio 
de las nanoestructuras por Química 
Computacional, usando potenciales de tipo 
Van Der Waals, como lo son los potenciales 
de Morse y Lennard Jones es una forma de 
modelar y predecir nuevas estructuras de 
nano clústeres de partículas complementaria a 
las costosas investigaciones experimentales. 
Este trabajo presenta nuevos métodos de 
exploración para la determinación de clústeres 
de pocas partículas o nanoestructuras 
estables en el sentido de que su potencial sea 
mínimo local y global verdadero, i.e., tienen 
un potencial mínimo en una vecindad y su 
gradiente es muy pequeño y se preserva el 
de potencial más pequeño. Su importancia 
radica en que su potencial es estable y que 
estos clústeres de mínimo potencial global 
se han encontrado en la naturaleza o bien se 
han diseñado experimentalmente. Los nano 
clústeres de mínimo potencial global aparte 

de ser estables representan la configuración 
límite de mínimo potencial que se puede 
alcanzar, o sea, no hay otra de menor potencial 
y su determinación es un problema abierto 
porque solo se conocen los clústeres óptimos 
globales para 2, 3 y 4 partículas. En un trabajo 
reciente se estableció la optimalidad global 
del clúster de 13 partículas bajo el potencial 
de Lennard Jones usando la ecuación 
Característica de Euler sobre su capa 
exterior. La metodología de este trabajo su 
sustenta teóricamente sobre formulaciones 
o variaciones de potenciales de Morse y del 
potencial de Lennard Jones. Los resultados 
muestran por primera vez que los conocidos 
posibles clústeres óptimos globales de 5 a 13 
partículas conocidos algunos desde 1987 son 
las formas geométricas que corresponden 
a los verdaderos clústeres globales para sus 
respectivos potenciales. 
PALABRAS-CLAVE: química de materiales;  
nanoquímica; dinámica molecular. 

TRUE GLOBAL MINIMUM POTENTIAL 

NANOSTRUCTURES OF LENNARD JONES 

AND MORSE

ABSTRACT: Molecular design and the study of 
nanostructures using computational chemistry, 
for example, under Van der Waals potentials 
such as Morse and Lennard Jones potentials, 
is a way to model and predict new particle 
nanocluster structures that complements 
costly experimental investigations. This work 

https://orcid.org/0000-0003-2435-6645
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presents new exploration methods for determining clusters of a few particles or stable 
nanostructures, meaning that their potential is a local or global minimum, i.e., they have 
a minimum potential in a neighborhood, and their gradient is very small, and the one with 
the smallest potential is preserved. Their importance lies in the fact that their potential is 
stable and that these minimum potential clusters have been found in nature or have been 
experimentally designed. Global minimum potential nanoclusters, besides being stable, 
represent the limiting configuration of minimum potential that can be achieved; that is, 
there is no other configuration with a lower potential, and their determination is an open 
problem because only the global optimum clusters for 2, 3, and 4 particles are known. 
In recent work, the global optimality of the 13-particle cluster under the Lennard Jones 
potential was established using the Euler characteristic equation on its outer shell. The 
methodology of this work is theoretically based on formulations or variations of Morse 
potential and the Lennard Jones potential. The results show for the first time that the 
known possible global optimal clusters of 5 to 13 particles, some of which have been 
known since 1987, are the geometric shapes that correspond to the true global clusters 
for their respective potentials.
KEYWORDS: materials chemistry; nanochemistry; molecular dynamics. 

1. INTRODUCCIÓN 

De los potenciales de Morse y Lennard Jones y sus clústeres de mínimo potencial 

existe una amplia literatura  (Hartke, 2002; Morse, 1929; Hoare y McInnes, 1983; Northby, 

1987; Gómez y Barrón, 1991; Maier et al., 1992; Maranas y Floudas, 1994; Deaven y Ho, 

1995; Barrón et al., 1997; Leary, 1997; Wales y Doye, 1997; Doye, 1998; Doye, et al. 1999; 

Wolf & Landman, 1998; Leary, 1999; Hartke, 1999; Barrón et al., 1999; Wille, 1999; Solov’yov 

et al., 2003;  Jiang et al., 2003; Huang et al., 2002; Cai et al., 2002a; Cai et al., 2002b; 

Jiang et al., 2003; Shao et al., 2004a; Xiang et al., 2004b; Xiang et al., 2004a; Shao et 

al., 2004b; Barrón, 2005; Shao et al., 2005; Doye, 2006; Dittner & Hartke, 2016; Barrón, 

2022a, 2022b). Se ha demostrado que estos sencillos potenciales tienen un gran poder 

predictivo para ayudar a las investigaciones experimentales en la creación de nuevas 

formas geométricas de nanomateriales. Los clústeres de los potenciales de Lennard 

Jones y Morse han sido usado como modelos predictivos (ver Cambridge Cluster 

Database (CCD), Wales et al., 1995). Por ejemplo, los núcleos icosaédricos con ausencia 

de partícula central (aquí se nombra N12IC) se encuentran en nanomateriales de oro 

(Saho, et al., 2004b), los clústeres de sodio que coinciden con la secuencia de números 

mágicos (Haberland et al., 2005), diseño de cuasi cristales icosaédricos (Noya et al., 

2021). La determinación de la optimalidad global del clúster de 13 partículas bautizado 

como oLJ13_N13IC se muestra en Barron 2022a. 
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2. METODOLOGIA 

La experimentación numérica en este trabajo utiliza dos funciones de potencial 

de Van Der Waals que cumplen las propiedades de un pozo de potencial  (Pardalos et 

al., 1994): 

         y 

donde d es la distancia entre partículas. La selección del parámetro de Morse es para 

tener dos aproximaciones cercanas al potencial de Lennard Jones, MR(d)=Morse (6, 

d) y MO(d) = Morse (5.3554, d) (ver Barrón, 2022b). Para contrastar la influencia de la 

forma del valle de minimización se agregan MC(d)=Morse(14,d) y . A 

lo largo del trabajo, PT se refiere a cualesquiera de LC, LJ, MC, MO y MR. La métrica es la 

distancia Euclidiana de 3D.

Figura 1. Potenciales de LC(amarillo), LJ (verde), MC(Magenta), MO (azul) y MR (rojo). Valle de atracción LC 
(amarillo, muy angosto), LJ (verde, referencia), MC (magenta, muy angosto), MO (azul, ancho) y MR (rojo, angosto).

La figura 1 muestra la gráfica de los potenciales respecto a la distancia entre 

partículas. Se distinguen en el valle de minimización o de atracción (o sea, alrededor de 

la distancia óptima 1) dos zonas respecto a distancias menores a 1, donde las fuerzas que 

genera el gradiente crean una zona de expansión de (0.8,1.) mientas que hay una zona 

de contracción en las distancias del intervalo (1.0,∞). O sea, las partículas están sujetas 

a fuerzas de expansión cuando su distancia es menor a uno y a fuerzas de contracción 

cuando su distancia es mayor a uno, o sea, en general las partículas de las capas 

exteriores ejercen una fuerza de contracción sobre las partículas de las capas interiores 
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y las capas de partículas a distancia menor a 1 ejercen una fuerza de expansión sobre 

todo en las partículas del núcleo. 

Por medio de un desarrollo de Taylor de segundo orden alrededor de la distancia 

optima 1, las funciones LC, LJ, MC, MO y MR satisfacen: LC(1+h)≈-1+256h2, LJ(1+h)≈-
1+36h2,  MO(1+h)≈-1+28.681h2 y MR(1+h)≈-1+36h2 donde h es un valor pequeño. 

Tal aproximación indica que las partículas están fuertemente ligadas alrededor 

de la distancia optima 1 y junto con las zonas del valle de atracción se tiene las partículas 

formaran grupos de partículas a distancia 1 con una fuerza de expansión, mientras que las 

que están alejadas las comprimen. De forma experimental se determinó que las partículas 

tienen ligas fuertes o bonds (que forman el conjunto B de bonds, ver Maranas 1994) 

con distancias variando en el intervalo (0.9, 1.1). Además, las gráfi cas de los potenciales 

muestran que la fuerza de atracción que une a las partículas está limitada para no ser 

menor 0.9 porque se cae en la zona de repulsión. 

La latice CB consiste en una red de cubos de arista de longitud dada. En particular 

con arista de tamaño 0.5 se tiene la latice CB1/2.

Proposición. Coincidencia fuerte. (Strong Matching) Para cualquier mínimo local 

(oPTn) de n partículas (2 ≤ n ≤ 2063) de los potenciales LC, LJ, MC, MO y MR existe un 

clúster en CB1/2, pCBn,  tal que  donde PT es LC, LJ, MC, MO y MR.

La fi gura 2 muestra un ejemplo de la coincidencia fuerte entre oLJ13_N13IC y un 

grupo de partículas de la latice CB1/2.

Figura 2. La latice CB1/2 y los clústeres mínimos están muy cercanos. Los vértices de CB1/2 se muestran como 
esferas de alambre y los vértices de oLJ13_N13IC se muestran como esferas solidas.



Pesquisa e Docência em Ciências Exatas e Naturais Capítulo 3 36

La coincidencia fuerte requiere que el algoritmo de minimización sea consistente 

y determinístico como lo son los algoritmos GRG, L-BFGS-B. En este trabajo se usa la 

versión de FORTRAN de distribución libre y publica del algoritmo 778: L-BFGS-B de 

Morales y Nocedal, 2011.

La determinación de los clústeres mínimos locales o simplemente locales se usan 

las condiciones de tener un mínimo potencial en una vecindad apropiada y la norma del 

gradiente del orden de 10-4. 

Información de los clústeres de mínimo potencial se tiene en la página https://

academicos.azc.uam.mx/cbr/OptClusters/comMRLJMO_01.htm. Donde todos los 

posibles clústeres mínimos globales publicados en dicha página satisfacen la condición 

de los estimadores de frontera, ver Barron 2023, otra fuente es The Cambridge Cluster 

Database, Lennard-Jones clusters, (https://www-wales.ch.cam.ac.uk/CCD.html).  Todos 

los clústeres tienen características comunes que son la base para la siguiente definición.

Definición. (Buen clúster)  Un buen clúster de n partículas corresponde con un 

grafo conexo (Vn, B(Vn)) donde  Vn es el conjunto de las coordenadas en 3D de los 

vértices y B(Vn)) son el conjunto de ligas fuertes (o bonds) con longitud que cae dentro 

del intervalo (0.9, 1.1) y cuyos grados de sus vértices están entre 3 y 14 ligas. De aquí en 

adelante lf denota las ligas fuertes, B el conjunto de lf (set of Bonds) y NB el conjunto de 

diagonales o de las ligas de longitud mayor a 1.1.

Cabría esperar de que si |B| es el de mayor valor para un número de partículas 

dado, el potencial de tal clúster será el mínimo global. Lo cual no ocurre en los casos 

conocidos de los posibles clústeres de mínimo potencial global. Por ejemplo, para 38 

partículas bajo LJ, el posible optimo global es oLJ38_N6OC_B144 de potencial -173.9284 

mientras que oLJ38_N7PBP_B147 tiene -173.2524, el primero tiene menor |B| = 144 < 147 = 

|B| del segundo. Su estructura geométrica dada por las lf y la forma en que se ubican en el 

espacio las partículas para cumplir con que todas las longitudes de lf están en el intervalo 

(0.9, 1.1) dan origen al siguiente problema.

Definición. El problema geométrico de los buenos clústeres es:

Dado n determinar las posiciones de n partículas Vn = {pi ∈ 3D | pi ∈ Vn, i = 1,..,n}. 

Tal que se tenga:

(a)	 B(Vn) = {li,j = (pi, pj) | pi, pj ∈ Vn, i < j, Dist(pi, pj) ∈ (0.9, 1.1)}.

(b)	 El grafo resultante (Vn, B(Vn)) sea conexo y que los vértices bajo B(Vn) 

tengan grado entre 3 y 14.

(c)	 Se busca que la mayoría Dist(pi, pj) = 1.0.

https://academicos.azc.uam.mx/cbr/OptClusters/comMRLJMO_01.htm
https://academicos.azc.uam.mx/cbr/OptClusters/comMRLJMO_01.htm
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Se tiene una propiedad importante respecto al cálculo del potencial:

Propiedad de invariancia del cálculo del potencial bajo traslaciones (T) y rotaciones 

unitarias (R):

Por otro lado, el problema de minimización de los clústeres es.

Definición. El problema de minimización local es:  donde  es el 

clúster mínimo local lPTn del conjunto de vértices dados Vn = {pi ∈ 3D}.

Definición. El problema de minimización global para n partículas es  

), ), …, ))

Donde , k=1, …, K es el conjunto de los vértices de todos los posibles clústeres 

de n partículas. Estos conjuntos si bien son desconocidos no es infinito porque en 3D 

el problema geométrico de los buenos clústeres es finito, ya que |B| tiene soluciones 

características finitas, por ejemplo, para n = 2, el clúster representante puede ser {(0,0,0), 

(1,0,0)} ya por la propiedad de la invariancia del cálculo del potencial el mismo potencial 

se cumple para {(-0.5,0,0), (0.5, 0, 0)}, {(0, -0.5,0), (0, 0.5, 0)}, etc. Tal conjunto es infinito, 

pero fijando a un representante, ya que los demás son equivalentes se tiene |B| = 1 para 2 

partículas. De hecho, para 3 y 4 partículas también se tiene |B| = 1. 

Note que los clústeres locales de PT son buenos clústeres solo cuando son 

solución del problema geométrico de los buenos clústeres, y en tal caso se nombran 

buenos clústeres locales de PT. El rango de los grados es porque en 3D un triángulo 

equilátero forma un tetraedro cuyos grados de los vértices es 3. Algunos autores 

consideran 12 como el máximo número de vecinos por el icosaedro con partícula central 

(N13IC), ya que la partícula central tiene 12 vecinos, o sea tiene grado 12. Las latices IC, IF 

(ver Northby1987) han orientado esta limitación. La figura 1.G muestra el supra-icosaedro 

de 14 vértices (N15IC que tiene |B|=50, formado por 36 lf de longitud 1.04 (rojo), 12 lf de 

0.95 (azul) y 2 lf de longitud 0.94 (naranja). Tiene15 vértices de los cuales, 12 son de 

grado 6, 2 de grado 7 y uno (la partícula central) de grado 14. Este núcleo N15IC es el que 

determina la cota mayor de lo grados de los buenos clústeres.

Northby en su artículo seminal (Northby 1987) enuncia el concepto de “growing 

sequence” para la latice IF que significa los clústeres son parte de una secuencia creciente 
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de clústeres en dicha latice. Con esta idea la determinación de los buenos clústeres se 

puede realizar de forma inductiva:

1)	 Para n=4 partículas el tetraedro es la solución global para PT y es única.

2)	 Para n+1 se toman las configuraciones de los buenos clústeres locales y en 

sus caras exteriores se agrega una partícula apropiadamente (que formen 

ligas cuyos de los grados sus vértices se mantengan entre 3 y 14 y se evitan 

los casos similares por simetría. 

Generar todos los buenos clústeres de n partículas (familia de conjuntos que 

denominamos BC(n)) es muy relevante para la optimización global porque la minimización 

y preservación del buen clúster de mínimo potencial corresponde al proceso de búsqueda 

del clúster mínimo global. La garantía de que es el óptimo global es que no hay otros 

posibles candidatos. La justificación de que se obtuvieron los todos buenos clústeres se 

verifico manualmente y consiste en identificar como con los juegos para armar figuras 

con imanes circulares con vértices y barritas de longitud 1 con extremos de hierro y se 

comienza con un triángulo (n=3) y al unir el siguiente vértice necesariamente se obtiene 

el tetraedro (n=4) ya que es la única solución del problema geométrico de los buenos 

clústeres para 4 partículas que cumple la definición de buen clúster. Si fuera necesario 

se reacomodan los vértices y barritas para un nuevo arreglo y cuando se tienen todos 

los reacomodos que cumplen los grados entre 3 y 14, se agrega un nuevo vértice y las 

barritas necesarias.

En el artículo de Barrón-Romero, 2022a se demostró la optimalidad verdadera de 

gLJ13_N13IC centrada en los casos donde la capa exterior cumple la famosa Ecuación de 

Característica de Euler: Vértices – Aristas + Caras = 2. En ese trabajo se descartaron otras 

configuraciones como agrupaciones de tetraedros en línea con base un núcleo cúbico 

poque su distribución espacial dan significativamente más diagonales y muy pocas ligas 

fuertes, o sea por su estructura geométrica no eran candidatos a ser clústeres de mínimo 

potencial global. En este trabajo se incluyen tales candidatos y la optimización global se 

determina sobre la clase o familia de buenos clústeres.

3. DISEÑO DE LOS EXPERIMENTOS  

Las simulaciones para determinar los verdaderos óptimos globales de PT se 

basan la construcción exhaustiva de los conjuntos BC(n) para n desde 5 hasta de 

forma inductiva.

Note que, si bien el tetraedro es la solución global de 4 partículas, el clúster 

local de base cuadrada más una partícula forma el buen clúster de 5 partículas pirámide 
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cuadrangular. Lo cual significa que solo hay dos clústeres en BC(5). Siguiendo el 

procedimiento inductivo se tiene que |BC(6)| = 7, |BC(7)| = 9, |BC(8)| = 38, |BC(9)| = 

50, |BC(10)| = 106, |BC(11)| = 231, |BC(12)| = 482 y |BC(13)| = 528. Y sobre los conjuntos 

BC correspondiente se realizaron las optimizaciones y la selección de los verdaderos 

óptimos globales. 

3.1. NÚCLEOS 

Los núcleos seleccionados que se usan para identificar los primeros clústeres 

globales verdaderos se muestran en la figura 3. Fueron seleccionados de la lista de 

núcleos conocidos ver por ejemplo Dittner, M. y Hartke, B. 2016, Solov’yov, I. A., Solov’yov, 

A. V., y Greiner, W. 2003. 

La forma de nombrar a los clústeres tiene el machote xPTn_núcleo_Bm donde 

n es el número de partículas, x=g es por verdadero global, x=l es para un local, PT es 

el potencial correspondiente, núcleo es la abreviatura del núcleo de acuerdo con los 

nombres de los núcleos de la figura 3 y Bm denota m=|B| que le corresponda. Otra forma 

es los pCBn_xPT para los clústeres de la latice CB1/2.

Figura 3. Núcleos A. N4T (Tetraedro), B. N5BT (Bipirámide triangular), C. N6OC (octaedro), D. N7PBP (Bipirámide 
pentagonal) , E. N13IR (Poliedro pentagonal con pirámides pentagonales), F. N13IC (Icosaedro), G. N15IC (Supra-
icosaedro de 14 vértices con partícula central).

4. RESULTADOS Y DISCUSION 

La tabla 1 muestra un resumen de los verdaderos clústeres de mínimo potencial 

LC, LJ, MC, MO y MR. 

Los clústeres globales tienen diferentes valores de potencial porque lo 

potenciales PT tienen graficas diferentes, sin embargo, tienen la misma forma 
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geométrica para n = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ya que coinciden en el núcleo y la cardinalidad 

de B. 

Para 11 partículas los potenciales de LJ, MO y MR tienen la misma forma 

geométrica y cardinalidad de B, por otro lado, MC y LC son diferentes en forma, el clúster 

de MC tiene núcleo N7PBP y el de LC tiene núcleo N4T y con cardinalidad de B (30) 

menor que la cardinalidad de B (31) de los clústeres de LJ, MO y MR. 

Tabla 1. Los verdaderos clústeres de mínimo potencial global para n = 4, 5, 6, 7, 8 , 9, 10, 11, 12 y 13 particulas. Figura, 
nombre y potencial.
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Figura 4. LJ versus LC y MC: Transiciones entre los verdaderos clústeres globales y clústeres locales cercanos de 
11 partículas. 

Figura 5. MO versus LC y MC: Transiciones entre los verdaderos clústeres globales y clústeres locales cercanos 
de 11 partículas.

Figura 6. MR versus LC y MC: Transiciones entre los verdaderos clústeres globales y clústeres locales cercanos 
de 11 partículas.
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Las figuras 4, 5 y 6 describen en detalle las trasformaciones de los clústeres de 

11 partículas bajo la minimización de los potenciales PT y su correspondientes pCB11_

lPT (cuando la coincidencia fuerte es para un clúster local) y pCB11_gPT (cuando 

la coincidencia fuerte es respecto a un verdadero clúster global).  En las figuras 

mencionadas los clústeres gLJ11_N5BT_B31, gMO11_N5BT_B31, gMR11_N5BT_B31 son 

diferentes en potencial y similares en su geometría (mismo núcleo N5BT y |B| = 31) se 

transforman mediante minimización bajo LC en el mismo clúster local lLC11_N5BT_B31 

(preserva la geometría del clúster de origen). Para estos casos la minimización bajo 

el correspondiente LJ, Mo y MR regresa a los correspondientes verdaderos clústeres 

globales. Otra transición que se cumple en todos los casos es la coincidencia fuerte entre 

los clústeres locales y globales y la latice CB1/2.

Figura 7. LC y MC: Transiciones entre los verdaderos clústeres globales y clústeres locales cercanos de 11 partículas.

La figura 7 muestra como los verdaderos mínimos globales de LC y MC están 

separados. La minimización de gLC11_N4T_B30 bajo MC da el clúster mínimo local lMC11_

N4T_B30 (preserva la geometría de gLC11_N4T_B30) que tiene su correspondiente 

pCB11_lMC y de forma similar la minimización de gMC11_N7PBP_B30 bajo LC da el 

mínimo local lLC11_N7PBP_B30 (preserva la geometría de gMC11_N7PBP:B30) con su 

correspondiente pCB11_lLC. O sea, a pesar de las similitudes de las gráficas de LC y MC 

las pequeñas diferencias de curvatura dan dos verdaderos mínimos globales diferentes 

para MC y LC. Esto también resalta la importancia de tener completa la familia BC(11) para 

determinar los verdaderos clústeres globales.

Para 12 partículas los verdaderos clústeres mínimos se agrupan en dos geometrías, 

LJ, MO y MR con núcleo N7PBP y |B| = 36 y los clústeres de LC y MC tiene núcleo N4T y 

|B| = 34. En este caso, LJ, MO Y MR comparten la misma geometría N5BT_B36. Mientras 

que LC y MC tiene la forma de N4T_B34.

Finalmente, para 13 partículas, los verdaderos clústeres tienen el mismo núcleo 

N13IC con LJ, MC, MO y MR mientras que LC tiene núcleo N13IR, la diferencia de las 

cardinalidades de B entre ellos es de 5. La figura 8, muestra las longitudes de las lf que 

explican que las contribuciones del potencial de LC del verdadero óptimo global oLC13_
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N13IR de |B| = 37, corresponde a 37 ligas de longitud 1.0 que aportan -36.6541 y se tiene 

-0.0828 de las diagonales por lo que el potencial total es -36.7369. Para LC, el icosaedro 

N13IC da el clúster oLC13_N13IC con |B| = 42 donde tiene 30 lf de longitud 1.03 y 12 

de longitud 0.98 aportan -35.9138 y sumando -0.0175 del potencial de las diagonales 

se obtiene el potencial total de -35.9313 (> -36.7369) que no es menor al potencial de 

gLC13_N13IR. Para LJ la determinación del verdadero optimo global es porque |B| = 42 

de N13IC es mayor a |B| = 37 de N13IR. En este caso para N13IR se tiene que las 37 lf 

aportan -36.8034 y las diagonales -4.7518 por lo que el potencial es -41.5552. Por otro 

lado, N13IC tiene de B una aportación de -41.0877 y la aportación de NB es -3.2391 

siendo el potencial total -44.3268. Nótese que la aportación de B de N13IC (-41.0877) es 

menor que la aportación de B de N13IR (-36.8034) y en este caso no hay forma de que la 

contribución de NB de N13IR ayude a superar el potencial de gLJ13_N13IC.

Figura 8. A. LJ(oLJ13_N13IR) = -41.5552,  |B| = 37: 22 lf (1.0, rojos) y 15 lf (0.98, verdes), B. LJ(gLJ13_N13IC) = 
-44.3268,  |B| = 42: 30 lf (1.01, rojos) y 12 lf (0.96, amarillos), C. LC(gLC13_N13IR) = -36.7369, |B| = 37: 37 lf (1.0, rojos) 
y D.  LC(oLC13_N13IC) = -35.9313, |B| = 42: 30 lf (1.03, rojos) y 12 lf (0.98, azules).

De los casos con para 11, 12 y 13 partículas donde cambia la geometría entre los 

verdaderos clústeres globales se destacan que |B| de gran valor no garantiza la optimalidad 

global. Para 11 partículas, los verdaderos clústeres LC y MC tienen |B| = 30 menor a |B| = 

31 de los verdaderos clústeres de LJ, MO y MR. Y como se explicó detalladamente para 

13 partículas LJ, MC, MO y MR corresponden con N13IC de |B| = 42 mientras que LC tiene 

su verdadero mínimo clúster con N13IR de |B| = 37.
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5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Las simulaciones numéricas abren un camino para la creación de este tipo de 

estructuras de forma experimental. Es bien conocida la influencia de la geometría sobre 

las propiedades físicas, como el color y la interacción entre moléculas.

La determinación de los clústeres globales se ha manejado para determinar 

los posibles candidatos de mínimo global por la carencia de propiedades matemáticas 

como la de primer orden que establece que el gradiente de un núcleo estable es 

cero y la de segundo orden de que su Hessiano es definido positivo en una vecindad 

apropiada, propiedades que solo se tienen para todos los potenciales y los clústeres 

de 2, 3 y 4 partículas. En este trabajo por primera vez se tiene una justificación teórica 

que limita los casos para obtener los verdaderos clústeres de mínimo potencial global 

bajo la minimización y la preservación del clúster mínimo local sobre los clústeres de 

las familias de buenos clústeres BC(n) donde n es el número de partículas desde 5 

hasta 13. 

El núcleo N13IR aparece como un verdadero clúster de mínimo potencial global 

del potencial LC, lo que indica la correlación entre la forma de la gráfica de potencial y 

los clústeres de mínimo potencial global y sus finitas y diferentes formas geométricas 

de los verdaderos clústeres globales, comenzando con 11 partículas. Esto tiene 

consecuencias sobre el diseño de nano circuitos dado que solo se consiguen formas 

geométricas similares de 2 a 10 partículas. Donde solo los núcleos N4T, N6OC y N7PBP 

ofrecen geometría similar, simetría y estabilidad para LJ, MC, MO y MR. Los verdaderos 

clústeres mínimos globales de 11, 12 y 13 partículas tienen geometrías diferentes, i.e. 

diferente núcleo y diferente número |B|.  El núcleo oJL13_N13IC cambio recientemente 

de putativo a mínimo global para el potencial de LJ, ver Barrón, 2022ª y con este 

trabajo se conoce que los verdaderos clústeres de mínimo global para LJ, MC, MO y 

MR, comparten el núcleo N13IC y |B| = 42 pero el verdadero clúster de LC tiene núcleo 

N13IR y |B| =37. 

Los resultados brindan una nueva perspectiva que acota la búsqueda de clústeres 

estables y desde el punto de vista computacional es un avance significativo en la eficiencia 

de la determinación de los clústeres globales ya que se tienen posibilidades finitas de 

clústeres para el diseño computacional y experimental de nano estructuras estables o de 

mínimo potencial, i.e., , i.e., solo se requiere minimizar en los clústeres de las familias BC(n) 

y seguir construyéndolas. Lo que facilitará el estudio de nuevos potenciales de Morse con 

variaciones del parámetro  y de los exponentes de LJ.
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