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PRÓLOGO 

La ciencia y la tecnología siguen siendo fuerzas impulsoras de las 

transformaciones sociales, culturales y ambientales de nuestro tiempo. Al mismo tiempo 

que responden a desafíos urgentes del presente, también iluminan caminos hacia futuros 

más sostenibles, más justos e inteligentes. Esta recopilación nace precisamente de ese 

impulso: el de pensar, crear y proponer soluciones a partir de la investigación científica y 

la innovación tecnológica, en diálogo con las realidades locales y los contextos globales.

Reunimos en Ciência e Tecnologia para o Desenvolvimento Ambiental, Cultural 

e Socioeconômico VI artículos de investigadores e investigadoras de distintas partes del 

mundo, comprometidos con la producción de un conocimiento riguroso, interdisciplinario 

y sensible a la complejidad de los temas contemporáneos. Los trabajos presentados 

abordan una amplia gama de cuestiones —desde la nanotecnología hasta la agricultura 

de precisión, desde la física aplicada hasta la expresión lingüística— conformando un 

panorama diverso que refleja los múltiples caminos de la ciencia en el siglo XXI.

Organizados en cuatro ejes temáticos —Tecnología e Innovación en Salud e 

Industria, Ingeniería, Física Aplicada y Recursos Naturales, Sustentabilidad Agrícola y 

Transformaciones Climáticas, y Lenguaje, Cognición y Expresión Científica— los textos 

aquí reunidos nos invitan a reflexionar sobre preguntas centrales de nuestro tiempo: 

¿Cómo garantizar el acceso equitativo a las nuevas tecnologías médicas? ¿Cómo integrar 

soluciones de ingeniería a las urgencias ambientales? ¿De qué manera puede el avance 

agrícola responder al cambio climático sin agotar los recursos naturales? ¿Y cómo influye 

el lenguaje en la forma en que comprendemos y comunicamos el conocimiento científico?

Más que ofrecer respuestas definitivas, esta obra propone caminos para 

la reflexión y la acción, abriendo espacio para nuevas investigaciones, debates y 

colaboraciones. Cada autor y autora aporta una perspectiva única, y juntas estas voces 

amplían nuestra comprensión del papel transformador de la ciencia y la tecnología en el 

mundo contemporáneo.

Que este nuevo libro sea, para lectoras y lectores, una invitación a la curiosidad 

crítica, al pensamiento creativo y a la construcción de futuros posibles. Agradecemos a 

todos los involucrados por su confianza, dedicación y generosidad intelectual.

Xosé Somoza Medina

Universidad de León, Espanha
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RESUMEN: El objetivo del presente trabajo 
es exponer una resolución a la ecuación de 
onda electromagnética en coordenadas 
cilíndricas, donde la amplitud de la radiación 
es dependiente de la distancia radial y el 
tiempo. Se construye la expresión para la 
ecuación de onda a partir de las leyes de 
Maxwell, considerando su propagación en 
un material homogéneo, lineal e isótropo. 
La solución analítica es hallada mediante 
el método de separación de variables, 
obteniéndose la forma explícita del campo 
eléctrico de la radiación. Los resultados se 
presentan también mediante simulaciones 
gráficas. El estudio de esta solución se enfoca 
en los efectos que las propiedades del medio 
producen en la propagación de radiación, 
encontrándose que la amplitud del campo 
obedece a una función de Bessel. 
PALABRAS CLAVE: radiación 
electromagnética; geometría cilíndrica; 
propagación en materia; atenuación.

WAVE EQUATION RESOLUTION RADIALLY 

PROPAGATED FOR THE ELECTRIC FIELD 

IN CYLINDRICAL COORDINATES

ABSTRACT: The objective of this work is to 
present a solution to the electromagnetic 
wave equation in cylindrical coordinates, 
where the radiation amplitude depends on the 
radial distance and time. The wave equation 
is constructed from Maxwell’s equations, 
considering propagation in a homogeneous, 
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linear, and isotropic media. The analytical solution is obtained through the separation of 
variables method, yielding the explicit form of the electric field of the radiation. The results 
are also presented through graphical simulations. This study focuses on the effects that 
the properties of the media have on radiation propagation, finding that the field amplitude 
obeys a Bessel function.
KEYWORDS: electromagnetic radiation; cylindrical geometry; propagation in matter; 
attenuation effect.

1 INTRODUCCIÓN

En el estudio de la propagación de ondas electromagnéticas es común su 

resolución analítica considerando fuentes que emiten frentes de onda planos o esféricos. 

Para la propagación en el vacío, en el caso de ondas planas, si bien los campos oscilan, 

la irradiancia de los frentes de onda es constante; para el caso esférico, la amplitud de 

los campos disminuye conforme la onda se propaga a una razón 1/r; nuestro interés aquí 

fue hallar la forma analítica en que la radiación se propaga cuando emerge de una fuente 

cilíndrica. En particular, determinar el comportamiento de las amplitudes e irradiancias de 

la radiación que, en esta situación exhibirá frentes de onda de distribución tipo Bessel, 

que bajo condiciones de homogeneidad, linealidad e isotropía en el medio de propagación 

serán cilíndricos. Además de la obtención de la solución analítica, se determinó también 

qué influencia tienen las propiedades como la permitividad ϵ y la permeabilidad μ del 

medio de propagación, esto formulando una ecuación de onda a partir de las leyes de 

Maxwell para un medio homogéneo, lineal e isótropo en el que su conductividad no fuese 

obviada, surgiendo así una ecuación diferencial hiperbólica, que fue resuelta mediante 

separación de variables. En el análisis de la solución pudo observarse que ϵ y μ producen 

una disminución de la longitud de onda y la conductividad σ produce una resistencia a la 

propagación de la onda en el medio.

En esta línea de investigación, Nolasco et al (2016) obtuvieron una solución a 

la ecuación de Helmholtz con un tratamiento numérico proporcionando información 

sobre haces de Bessel adifraccionales. Zárate et al (2019) reportaron un análisis teórico 

de propagación mediante el método del espectro angular y la producción en forma 

experimental de patrones de difracción de distribución de irradiancia tipo Bessel de 

orden cero y de primer orden. Por su parte Mousa (2012) analizó de manera teórica 

una onda atenuada en una guía de onda de material de tipo LHM confinada en un 

superconductor, mostrando el comportamiento besseliano de las amplitudes de los 

campos eléctrico y magnético, algo similar a lo que se mostrará en lo sucesivo. Los 

autores antes referidos no realizaron un trabajo como el que reportamos nosotros en 
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este artículo, ya que ellos han considerado propagación sólo en medios no conductores, 

aquí se ha desarrollado y solucionado la ecuación diferencial vectorial de onda para los 

campos en medios conductores, y hemos comparado estos resultados con los de una 

propagación en dieléctricos.

2 MATERIALES Y MÉTODOS

El sistema físico estudiado se esquematiza en la Figura 1, la fuente luminosa es 

situada en el origen de coordenadas y posee simetría cilíndrica. La fuente emite ondas 

electromagnéticas coherentes y monocromáticas. Para el medio de propagación, se 

hacen las suposiciones iniciales de que posee conductividad σ, densidad de carga libre 

ρl, densidad de carga de polarización ρp , una densidad de corriente , puede polarizarse 

y modelarse con un campo de polarización y una magnetización . Así, a partir de las 

ecuaciones de Maxwell para la materia:

                                                    (1)

                                                      (2)

                                         (3)

Aplicando el rotacional en ambos lados de la ley de Faraday (Wangsness, 2001), 

se obtiene que,

         (5)

Figura 1. Fuente de luz cilíndrica monocromática emitiendo radiación tal que sus frentes de onda describen cilindros 
que se expanden en el espacio.
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En el electromagnetismo clásico, la ecuación (5) es la expresión más general 

posible de  para una onda que se propaga en un medio que posee magnetización, 

polarización y propiedades de densidad de carga tanto continua como discontinua. Debe 

notarse aquí el efecto a veces poco considerado que una distribución no uniforme de 

carga produce en el campo. Si el medio considerado contiene carga no uniformemente 

distribuida, esta distribución no equitativa producirá zonas de campo menos intenso y 

zonas de mayor intensidad, que darán lugar a un gradiente y laplaciano no nulos del campo 

eléctrico, cuya formulación matemática está dada en el primer término del lado derecho 

de la ecuación (5). Si el medio de propagación se considera ahora isotrópico, lineal y 

homogéneo, poseerá susceptibilidades χϵ y χm ocurriendo que ,  y 

, con ello se tiene que:

         (6)

Definiendo ϵ = (1+ χϵ ) ϵo como la permitividad eléctrica del medio y μ = (1+ χm) 
μo como la permeabilidad magnética del medio, si el medio no contiene cargas libres se 

obtiene finalmente

                                              (7)

Esta es una ecuación diferencial lineal hiperbólica, que se reconoce como 

una ecuación diferencial de onda vectorial para . En esta ecuación resalta la 

presencia del término , que, en analogía con la mecánica de un oscilador 

amortiguado, se corresponde con un amortiguamiento del campo, por lo que en la 

solución a esta ecuación cabría esperar un amortiguamiento similar al del oscilador. 

Para solucionar la ecuación (7) debe recordarse el operador nabla  en coordenadas 

cilíndricas.

                                         (8)

Si el campo eléctrico es dependiente sólo del tiempo y la coordenada r , éste tiene 

la forma:

                                (9)

Dada la forma de la ecuación para Rz, ésta se puede llevar a la forma canónica de 

una ecuación diferencial besseliana (Nolasco, 2017). Al hacer ρ = kr 

(10)

.

.

.

,
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Lo que lleva a las ecuaciones escalares siguientes para las componentes del 

campo

                                  (11)

                                  (12)

                                 (13)

De la ley de Gauss se tiene:

                                                 (14)

                                                (15)

La solución de ecuación (11) bajo las condiciones (14) y (15), lleva a que

                                                          (16)

Asumimos aquí que Γ = 0 , esto es, que la radiación no posee oscilaciones 

longitudinales, lo cual es válido en medios infinitos cargados y no cargados (Wangsness, 

2001), por lo cual

                                                           (17)

Ahora, considerando que Eϕ (r,t)= Rϕ (r) Tϕ (t) y que Ez (r,t)=Rz (r) Tz (t), para la 

resolución de las ecuaciones (12) y (13), surgen las ecuaciones siguientes para Rz y Tz:

                                                        (18) 

                                                       (19)

Resolviendo para 𝑇𝑧(𝑡), obtenemos:

              (20)

Dada la forma de la ecuación para 𝑅𝑧, ésta se puede llevar a la forma canónica de 

una ecuación diferencial besseliana (Nolasco, 2017). Al hacer 𝜌 = 𝑘𝑟

                                           (21)

.

.

.

.

.

.
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Por lo cual se puede escribir

                                                  (22)

La solución general de esta ecuación es

                                                 (23)

Como la función de Neumann Yo es singular en el origen, dicha parte de la solución 

tiene que ser rechazada en todo problema físico donde el origen es parte del dominio de 

definición sobre el cual se desea resolver la ecuación de Bessel (Deléphine, 2004). Por lo 

cual Ez (r,t) = Rz (r) Tz (t) de acuerdo con las soluciones (20), (22) y lo arriba especificado 

obtiene la forma

(24)

Un procedimiento similar conduce a que

             (25)

                                              (26)

 (27)

Ahora, al definir   las expresiones de Ez y Eϕ se reescriben como

         (28)

          (29)

Luego, la solución general de la ecuación de onda para el campo eléctrico, en 

forma vectorial es

   (30)

.

.

.

.

,

.
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3 ANÁLISIS

Una vez obtenida la forma general del campo eléctrico, el que la fuente se localice 

en el origen del sistema de coordenadas implica que la amplitud del campo es máxima 

en el origen al ser emitida por la fuente y posiblemente disminuya al extenderse en el 

espacio. Esta solución particular matemáticamente implica un problema de valor inicial: si 

se imponen condiciones tales que las componentes escalares de  tengan amplitud 

máxima en r = 0, t= 0, esto es

                 (31)

Con lo cual K1= Eoz , K3= Eoϕ , K2= K4 = 0.

Bajo estas condiciones, y definiendo  , la forma explícita del 

campo en la ecuación (30) se reduce a las expresiones siguientes:

                 (32)

                           (33)

Esta es la descripción buscada de la radiación en su forma analítica. Una vez 

resuelta la matemática del problema, resta determinar qué tipo de comportamiento físico 

sigue el campo eléctrico. Para el estudio físico de la solución, a partir de la expresión 

general para  si el material fuera dieléctrico ( )  se obtiene:

                                     (34)

Y para el campo  en el vacío (n=1):

                                     (35)

donde se considera que el índice de refracción del medio n y la velocidad de la luz C 

satisfacen . A partir de (33) se obtienen la densidad volumétrica de energía u(r,t) 

de la radiación y su irradiancia I(r, t).

                  (36)

                 (37)

.

.

. 

,

. 
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4 RESUMEN DE RESULTADOS

Por la forma de la solución particular es visible que la conductividad produce un 

decaimiento en la amplitud, tanto espacial en el argumento de Jo como temporal en la 

función exponencial, lo cual concuerda con la hipótesis inicial de que era de esperarse un 

amortiguamiento similar al de un oscilador armónico amortiguado, y este amortiguamiento 

temporal desaparece en medios dieléctricos, pero el decaimiento espacial aún persiste. 

Dicho decaimiento espacial está dado por Jo (r) (tanto en el vacío como en la materia). La 

conductividad produce además una alteración en la distancia entre frentes de onda del 

campo (ver Figura 2). 

Figura 2. Jo (r) (verde) vs Jo (nr) (rojo).  Aquí, n=1.55. Para n>1, la distancia entre máximos de Jo (nr) disminuye. En 
la mayoría de los materiales n>1, por lo que la propagación en éstos empaqueta más los frentes de onda de la 
radiación. En cambio, en un material con n<1 los máximos de amplitud se alejarían.

Simulaciones gráfi cas de las ecuaciones (37), (38) y (39) se muestran en la fi guras 

3 y 4. Los gráfi cos a), b) y c) muestran la distribución espacial de la magnitud de la amplitud 

y la irradiancia de una radiación particular a tiempo cero, los gráfi cos i), ii) y iii) muestran 

la magnitud de la amplitud y la irradiancia en el espacio (distancia radial) vs el tiempo. Es 

visible que la radiación es rápidamente absorbida.

Figura 3. Simulaciones de la solución particular a tiempo cero. a) Comportamiento teórico de la amplitud para una 
fuente de radiación de 632 nm inmersa en agua de mar (μ = μo,ϵ = 80ϵo,σ = 5 Sv), La distribución de la irradiancia de 
esta fuente, con pico en 10 mW/cm2 es mostrada en b). En c) se muestra la amplitud de la misma fuente en el vacío, 
allí el decaimiento de la amplitud es mucho más lento.
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Figura 4. Simulaciones esquemáticas de la solución particular obtenida en R vs T vs E. i) Comportamiento del 
decaimiento de la amplitud en el tiempo (μ = ϵ = σ = Eoϕz = 1). ii) Comportamiento esquemático de la amplitud en el 
tiempo dentro de un dieléctrico (μ = ϵ = 2,σ = 0,Eoϕz= 1). iii) Comportamiento esquemático de la amplitud en el tiempo 
en el vacío (μ = ϵ = 1,σ = 0,Eoϕz= 1). Son visibles el cambio en el empaquetamiento de las ondas y el mayor decaimiento 
temporal en los conductores.

El decaimiento espacial que persiste aún en el vacío puede explicarse debido a 

que los frentes de onda, al propagarse en el espacio, poseen una energía que se distribuye 

sobre la superficie de los frentes, lo cual es consistente con lo obtenido por Mousa (2012). 

La energía U de las ondas es proporcional a la irradiancia I y al área 2πrl de los frentes, 

y la intensidad de cada frente es proporcional al cuadrado de la amplitud A del campo 

eléctrico; la energía de cada frente es la misma, así que

                                                 (38)

                                                     (39)

Lo que concuerda con Hecht (2000) en la aproximación de Jo (r) para distancias 

lejanas

                                       (40)

Los medios dieléctricos, al poseer un índice de refracción n>1 disminuyen la 

longitud de onda de la radiación emitida, lo que lleva a una atenuación espacial más rápida 

de la amplitud. Los medios con conductividad σ ≠ 0 dispersan la energía de la radiación 

debido a la oscilación que ésta induce en los electrones débilmente ligados de estos 

materiales, que actúan como dipolos (Landau & Lifshitz, 1992), introduciendo con ello el 

decaimiento exponencial de la amplitud del campo.

5 CONCLUSIONES

Se determinó una expresión general de la ecuación de onda para el campo 

eléctrico de la radiación en medios materiales, que describe un campo que obedece 
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al comportamiento de un oscilador amortiguado. Lo más destacable es la rapidez con 

que la radiación puede ser absorbida, siendo un proceso de duración ínfima en medios 

conductores y un poco más largo para medios de menor conductividad, con límite en el 

vacío. Los dieléctricos, aún con conductividad nula, producen un decaimiento del campo de 

manera espacial, siendo más resistivos a la propagación de las ondas, empaquetándolas 

aún más debido a la geometría de las superficies de distribución de la densidad de energía. 

Si se tratara de un dieléctrico con n<1 la atenuación sería más lenta. El campo obtenido 

muestra un comportamiento ondulatorio espacial distinto a lo que resulta en los casos 

de propagación plana y esférica, aquí las ondulaciones no siguen un comportamiento 

sinusoidal, sino besseliano.
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