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PROLOGO

En este volumen, se presentan los resultados de varios y diversos proyectos de
investigacion en innovacion educativa relacionados con la ensefianza de las ciencias y la
ingenieria, tanto en niveles universitarios como basicos. Es asi como, a través de distintas
experiencias, se aborda la ensefianza de la Fisica, la Quimica Analitica y la ensefianza
de temas matematicos tales como la Aritmética y el Algebra. También, se explora la
incorporacion de nuevas alternativas como la Inteligencia Artificial y sus aplicaciones en
la ensenanza de las ciencias, particularmente de la Quimica.

Adicionalmente, en este libro se discuten los procesos de evaluacion, no solo de
las actividades realizadas por los alumnos en los diferentes niveles educativos, sino de la
pertinencia y adecuacion del curriculum en las disciplinas cientificas, dentro de las que se
puede mencionar a la Quimica Analitica y las Ciencias Exactas en general.

Por supuesto, hago la invitacion a nuestros lectores para que disfruten la lectura
de estos articulos de innovacion educativa y, si son docentes en activo, que implementen
alguna o varias de las estrategias y metodologias expuestas en este volumen con el fin de
enriquecer su practica docente y, de esta manera, contribuir en la mejora de los procesos
educativos desde los niveles basicos hasta los universitarios.

Finalmente, los autores de este libro agradeceremos la retroalimentacion y los
comentarios propositivos que nos hagan llegar, puesto que lo mas importante es asegurar
que nuestros alumnos tengan una educacion de calidad y que logren un aprendizaje
significativo que les permita superar con éxito los problemas tanto en su formacion

académica como en su vida cotidiana.

Dr. José Luis Escamilla Reyes
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CAPITULO 5

LA INTERPOLACION LAGRANGIANA, LAS SERIES DE
FOURIER Y EL MODELADO MATEMATICO DEL PERFIL DE

Data de aceite: 28/10/2024

Dr. José Luis Escamilla Reyes
Departamento de Ciencias
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RESUMEN: Las series de Fourier son
una de las herramientas matematicas que
han sido ampliamente empleadas para
aproximar funciones periodicas diversas.
Sin embargo, en los cursos de ingenieria
se aplican principalmente para modelar
funciones periodicas mas o menos simples,
tales como funciones diente de sierra, onda
cuadrada, senoidales rectificadas y asi por
el estilo. Entonces, ¢qué ocurre si estas
series se emplean para desarrollar funciones
mas sofisticadas, por ejemplo, el perfil de
un violin, de un florero o de alguna botella
decorativa? En el presente articulo, se discute
el desarrollo en serie de Fourier de tales
perfiles aplicando el método de interpolacion
de Lagrange para obtener la funcion que

Educagéo e Ensino de Ciéncias Exatas e Naturais Il

FIGURAS COTIDIANAS

modela dichos perfiles, asi como el proceso de
implementacion de este enfoque en un curso
de ingenieria. Los resultados muestran tanto
un mayor involucramiento de los estudiantes
en esta actividad, como una valoracion mas
positiva del método cuando se aplica para
reproducir estos perfiles mas sofisticados en
comparacion con las funciones usualmente
aproximadas en los cursos de ingenieria.
PALABRAS CLAVE: Series de Fourier.
Interpolacion Lagrangiana de funciones.
Funciones definidas a trozos.

LAGRANGIAN INTERPOLATION, FOURIER

SERIES, AND THE MATHEMATICAL
MODELING OF EVERYDAY FIGURE
PROFILES

ABSTRACT: Fourier series are one of the
mathematical tools that have been widely used
to approximate various periodic functions.
However, in engineering courses they are
mainly applied to model simple periodic
functions, such as sawtooth functions, square
waves, rectified sinusoidal waves, and so on.
Therefore, what happens if these series are
used to expand more sophisticated functions,
for example, the profile of a violin, a vase,
or a decorative bottle? In this article, the
Fourier series expansion of such profiles by
applying the Lagrange interpolation method
to obtain the function that models such
profiles is discussed, as well as the process of
implementing this approach in an engineering
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course. The results show both a greater involvement of students in this activity, and a more
positive evaluation of the method when applied to reproduce these more sophisticated
profiles compared to the functions usually approximated in engineering courses.
KEYWORDS: Fourier Series. Lagrange Interpolation. Piece-wise Functions.

1 INTRODUCCION

La interpolacion de funciones es un tema de fundamental importancia, sobre
todo en el caso de funciones definidas por secciones. Diferentes esquemas han sido
planteados para llevar a cabo esta tarea [1], siendo el de interpolacion lagrangiana uno
de los mas importantes y que ha sido aplicado con éxito en la modelacién de perfiles
sofisticados en la ingenieria [2].

Por otro lado, los desarrollos en serie son una de las herramientas matematicas
mas poderosas en la ingenieria, ya sean las series de potencias (MacLaurin o Taylor) o de
funciones armonicas (Fourier o Hankel). Como se ha documentado ampliamente [3], sus
aplicaciones van desde los calculos aproximados, la solucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales y la aproximacion de funciones. En el caso particular de las series de
Fourier, el desarrollo de funciones periodicas es una de sus aplicaciones mas importantes.
Como ejemplos de este tipo de funciones, podemos mencionar a las funciones tipo
dientes de sierra, onda cuadrada, senoidales rectificadas y funciones relacionadas. Cabe
sefalar que, en todos estos casos, la funcion a desarrollar es conocida como parte del
problema a resolver, o se puede obtener de una forma simple.

Sin embargo, a pesar de la importancia que tienen estas funciones en la ingenieria
aplicada, los estudiantes de ingenieria tienen la impresién de que solo este tipo de
funciones relativamente simples pueden ser aproximadas por medio de las series de
Fourier [4].

Por tanto, el objetivo del presente trabajo es el mostrar que este formalismo
puede aplicarse para aproximar funciones mas sofisticadas, por ejemplo, aquellas
que provienen de objetos cotidianos, tales como la silueta de algunos instrumentos
musicales como los violines, el perfil de un rostro humano u objetos relacionados. De
esta manera, se pretende que el aprendizaje de esta técnica matematica sea mas
significativo puesto que, en general, la funcion que describe dichos perfiles no es una
funcién simple y debe expresarse como una funcién definida por segmentos, lo cual
implica un esfuerzo intelectual por parte de los estudiantes y una apreciacion acerca
del proceso de modelacion por aproximaciones sucesivas, asi que las ganancias de
aprendizaje seran mayores comparadas con el tipo de problemas que usualmente se

resuelven al presentar el tema en los cursos de ingenieria asociados.
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2 MARCO TEORICO
21 INTERPOLACION LAGRANGIANA

Seauna f(x) funcion desconocida. Suponga que se conocen x,, x,, x,,-+-x, definiendo

v Xy
n +1 valores discretos de esta funcion tales que

fCo) = fo, f(x1) = f1, f(x2) = fo, . f(tn) = f o (1.1)

Entonces, existe un polinomio g (x) de grado que pasa por el conjunto de n +1
puntos y que puede expresarse como

n

gx) = z aixt = ag + ayx + ayx? + azx® + -+ apx™ .. (1.2)

i=0

Donde los coeficientes a,,i =0,1,2,+,, n son las incognitas del desarrollo. Estos
coeficientes pueden obtenerse de diversas formas, por ejemplo, ajustando la serie de
potencias o por medio de la interpolacion lagrangiana. Si se opta por el primer método, la
funcion g (x) debe ser tal que

g(x) = ag + ax; + azx? + azx + -+ axl' = f, Vi=0,12,n

Este enfoque implica que, para obtener los coeficientes a, , se debe resolver el
sistema de ecuaciones

1 x x5 - xg|[%] [fo
P B | 3 P 1Y R PO s
1 x, x% v x| lan fn

Dado que, por ejemplo, debemos invertir la matriz A para obtener las componentes
del vector f este es un problema con una complejidad considerable, por lo que, en cambio,
se prefiere el procedimiento de la interpolacion Lagrangiana para obtener la funcion g (x).

En este método, se propone un desarrollo del tipo
n
gx) = z fiVi(x) = foVo () + fiV1 () + V2 (x) + -+ + ful () ... (1.4)
=0

Donde V. (x) es un polinomio de grado n asociado con cada nodo i tal que
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0 i+#j
Vi(xj)z{l i=j

Definido por medio de [2]

(x = x0)(x — x) (x — x3) -+ (& — x_ ) (X — Xy31) - (X — %)

Vi(x) =

(e = x0) O — ) (g — 22) - (g — x— ) (g — X40) - (g — %)

..(1.5)

Por ejemplo, en el caso de la interpolacion cuadrética (n=2) y tres nodos x, x, y x,,

la funcion de interpolacion Lagrangiana g (x) esta dada por

2
90) = ) VG0 = folo@) + AV () + foVo ()
i=0

Siendo

(x — x1)(x — x3) (x — x0)(x — x2)
(1 — x0) (g — x2)’

Vo(x) = Vi(x) =

(o — x1) (xg — x2)°

Va(x) =

(x — x0)(x — x1)

(x2 = x0) (xz — x1)

Para ilustrar el método, supongamos conocidos los siguientes puntos de una

funcion desconocida, que se muestran en la Tabla (2.1)

Tabla (21): Puntos por los que pasa la funcion f(x).

X

f(x)

1

3
4
5

De acuerdo con esto, las funciones base de la interpolacion estan dadas por

(x—4)(x-5) (x=3)(x—5)
4-3)4-5)

Vo(x) = ,V]_(X) =

B-4H3B-5)

Por lo que la funcion de interpolacion g (x) es

900) = (x— 4)2(x -5) 3

Cuya grafica se muestra en la Figura (21):
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Vr(x) =

(x=3)(x—-4)

6-3)6-4)

2 —3)(x—5)+2(x—3)(x—4)
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Figura 2.1. La funcion g(x) que pasa por los puntos dados en la Tabla (21).

Donde, de acuerdo con la definicion de g (x), se obtiene

B-9B-5) _

g@3) = >

g(4) = —2(4—3)(4—5) =2

g()=2(5-3)(5-4) =4

Lo cual coincide con los puntos conocidos de la funcién incoégnita.

2.2 LAS SERIES DE FOURIER

Descripcion del método, caracteristicas principales, ejemplos de aplicacion
Suponga que f(t) es una funcién definida en un intervalo [-T, T]. Asi, el desarrollo
Fourier de f(t) esta dado por [3]

0 nm
f(t)—7+z ancos t+b smT t) (2.1

n=1

Donde los coeficientes a,, a, y b, se definen como

1 T
=7f_Tf(t)dt ..(2.2)
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1 T
a, = ?f ) cos%t dt ..(2.3)
-T

1 T
b, = ?f f(®) singtdt . (2.4)
-T

Por ejemplo, de acuerdo con las definiciones anteriores, los coeficientes del
desarrollo en serie de Fourier de la funcion

0, —T<t<0
f(t)_{n—t,05t<n

Vienen dados por

1-(-Dn

T 1
ao=§: an = ) b‘n:_

n?m n

Asi, las series de Fourier de la funcidon anterior pueden expresarse como

3

- [1— ()" 1
f(t)=Z+ [n(Tn)cosnt+;sinnt

n=1

Este desarrollo en serie de Fourier se muestra en la figura X.X. Es evidente que,
al incrementar el nimero de términos de la sumatoria, mejora la concordancia entre la
funcion original y el desarrollo de Fourier salvo en ciertos puntos debido al conocido
Fendmeno de Gibbs [3].

0, —-T<t<0

T—t, 0<t<n CON n=>50 términos.

Figura (2.2): El desarrollo en Serie de Fourier de la funcion f(t) = {

N
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. ) ) . 0, - 0 _—
Figura (2.3): El desarrollo en Serie de Fourier de la funcion f(t) = {n e "0<Stt<< £ €ONnn=100 términos.

N

Aplicando este formalismo, se pueden obtener los desarrollos en Serie de Fourier
para varias funciones de interés en la ingenieria, tales como las funciones diente de sierra,
onda cuadrada o senoidales rectificadas. Estos desarrollos pueden encontrarse en las

referencias usuales del tema en cuestion [3, 4].

3 DESARROLLO

31 LOS PERFILES DE OBJETOS SOFISTICADOS DE LA VIDA COTIDIANA Y LA
INTERPOLACION LAGRANGIANA: EL VIOLIN

Como un ejemplo de aplicacion de estas técnicas, se modelara el perfil del cuerpo

de un violin empleando el siguiente conjunto de puntos:

S={A(0, 0), B(b,y1), C(c,y2), D(d, y3), E(e, y4), F(f y5), G(g,y6), H(h, y7), I(1, y8),/(j, y9), K(k, y10)}
Que se muestran en la Figura (3.1)

Figura (3.1): El perfil del cuerpo del violin mostrando los puntos relevantes del conjunto S.

Entonces, definiremos el perfil superior del violin de acuerdo con las siguientes

funciones seccionadas obtenidas con interpolacion Lagrangiana:
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Intervalo I: —=5.8 <x < -—1.2

£(x) = 0.0329x5 + 0.5316x* + 3.3038x% + 9.6356x2 + 12.6769x + 8.5256 ... (3.1)

Intervalo ll: —1.2<x<2

fu(x) = 0.4018x2 — 0.2679x + 1.6 ...(3.2)

Intervalo lll: 2 <x <5.1

h(x) = —0.1632x% + 1.2664x% — 2.9776x + 43905 ...(3.3)

Intervalo IV: 5.1 <x <10.8

i(x) = —0.0402x + 0.6790 ...(3.4)

Intervalo V: 108 <x <11.6

j(x) = —2.8126x2 + 62.6251x — 348.1 ...(3.5)

En la Figura (3.1), se muestran las distintas funciones logradas en cada uno de los
intervalos del | al V, de acuerdo con los polinomios (31-3.5). Dada la simplicidad de los
calculos involucrados, es notable el ajuste logrado con las funciones seccionadas que se

obtuvieron con la interpolacion de Lagrange.

3.2 APLICACIONES DE LAS SERIES DE FOURIER Y FUNCIONES SECCIONADAS

Utilizando las funciones seccionadas obtenidas en la seccién anterior, se puede
obtener el desarrollo en Serie de Fourier de estos objetos.

En este caso, para resolver las integrales necesarias para obtener los coeficientes
de Fourier, se utilizaron los softwares Symbolab ® y Mathematica (R) dada la complicada

naturaleza de algunas de las integrales del desarrollo:

1 +T
m==| fa®dt ..(36
Qo =7 Fa0it .36)

1r*T nmt
nm = fim(t) cos (T) dt ..(3.7)
T

1*T . (nmt
Bpm = T . fin () sin (T) dt...(3.8)
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En donde el indice m denotala m-ésima funcién, obtenida mediante lainterpolacion

Lagrangiana. Los resultados se muestran en la Figura (3.2)

Figura (3.2): Perfilado del cuerpo del violin por medio de Series de Fourier obtenidas por medio de las funciones
seccionadas.

outja)=

4. DISCUSION DE RESULTADOS

Como puede observarse a partir de los resultados obtenidos, la concordancia
entre el perfil original y las funciones seccionadas es bastante adecuado, especialmente
si consideramos la simplicidad del Método de Interpolaciéon de Lagrange. Por supuesto,
si se desea un ajuste mas preciso, el perfil real del objeto debe seccionarse con mayor
detalle, de tal forma que se obtenga un mayor niumero de funciones seccionadas y con
ellas ajustar el perfil del objeto.

Es claro que, alincrementar el numero y complejidad de las funciones seccionadas
necesarias para ajustar el perfil del objeto real, las integrales que seran necesarias para
obtener las Series de Fourier del perfil seran mas incomodas de realizar desde el punto
de vista manual, por lo que sera imprescindible contar con el apoyo de Mathematica para
obtenerlas y, a través de ellas, los coeficientes del desarrollo de Fourier.

Pese a estos engorrosos detalles técnicos del célculo, el simple hecho de
obtener perfiles mas sofisticados que los que usualmente se plantean en los cursos
ordinarios de Matematicas constituyen una ganancia de aprendizaje muy valiosa con lo
cual se logra un mayor involucramiento y sentido de reto y logro en los estudiantes al

desarrollar esta actividad.
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5 CONCLUSIONES

A través del proceso de interpolacion de Lagrange se obtiene el perfil de una figura
mas sofisticada que las que usualmente se presentan en los cursos de Matematicas; el
método senalado es muy simple de implementar como se mostro en el presente trabajo
y tiene la ventaja de ser una aproximacion mas intuitiva al problema de la interpolacion de
funciones, especialmente las seccionadas.

Por otro lado, se discute el desarrollo en serie de Fourier de funciones definidas
por secciones (piece-wise functions) para mostrar una aplicacion mas concreta,
menos abstracta de estos desarrollos en serie y hacer mas patente la gran utilidad que
tienen en una gran diversidad de situaciones. Los resultados obtenidos al implementar
esta actividad en los cursos de Matematicas Avanzadas muestran tanto un mayor
involucramiento de los estudiantes en esta actividad, como una valoracion mas positiva
del método cuando se aplica para reproducir estos perfiles mas sofisticados en
comparacion con las funciones usualmente aproximadas en los cursos de ingenieria, las
cuales son periodicas y, en comparacion con las obtenidas en este trabajo, mas simples

desde el punto de vista matematico.
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