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PRÓLOGO 

En este nuevo libro de la serie “Ciencia e Tecnologia para o desenvolvimento 

ambiental, cultural e socioeconómico” se han seleccionado diecisiete trabajos de gran 

calidad académica y capacidad de transferencia a la sociedad. Este último aspecto 

debe ser subrayado y puesto en valor. Un gran número de investigaciones publicadas en 

revistas de elevado nivel científico carecen de este impacto en la sociedad al desarrollar 

debates teóricos muy específicos que no tienen una traslación a la rutina diaria fuera de 

los laboratorios y aulas universitarias. En cambio, en todos los artículos que componen 

esta monografía se traslada de forma explícita la voluntad de las autoras y los autores de 

que sus investigaciones tengan un impacto real en la sociedad. Esta manera de actuar 

es una forma que tenemos las personas que nos dedicamos a investigar de devolver a la 

sociedad una parte de lo que se nos ha dado para poder dedicarnos profesionalmente a 

producir ciencia y tecnología.

Como en ocasiones anteriores, los trabajos publicados en este volumen se dividen 

en dos grandes apartados: Ciencia, con diez aportaciones, y Tecnología, con siete. En el 

primer apartado, Ciencia, sobresalen una serie de conceptos que muestran esa voluntad 

de transferencia a la sociedad, son innovación, gestión del conocimiento, y digitalización, 

aplicables principalmente a pequeñas y medianas empresas. El primer trabajo desarrolla el 

modelo de conocimiento e innovación sostenible en las PYMES, mientras que el siguiente 

capítulo estudia las condiciones necesarias para que surja la innovación y el tercero los 

sistemas de selección de personal en las PYMES a través del análisis de puestos. El 

cuarto capítulo analiza la innovación a través de un estudio de caso, concretamente el 

de una empresa familiar del sector de la construcción en México; el quinto traslada un 

diagnóstico de la transformación digital en las PYMES realizado en Bogotá y el sexto 

muestra como las características culturales afectan la planeación estratégica de las 

MIPyMES mexicanas. El séptimo trabajo estudia la capacitación digital de la demanda de 

turismo cultural en Michoacán. Los dos capítulos siguientes muestran nuevos modelos de 

gestión en las universidades, trasladables a las empresas, y el último trabajo desarrolla 

aspectos sobre la legislación mexicana en materia de protección de datos.

El segundo bloque de esta monografía, Tecnología, agrupa siete investigaciones 

aplicadas desde los campos de la ingeniería agrícola, geológica, o química. Los dos 

primeros trabajos son de agronomía, con investigaciones empíricas sobre residuos 

cítricos y maíz azul. El tercer trabajo analiza riesgos ambientales geológicos en la cuenca 

Inambari, en Perú y el cuarto trabajo las consecuencias de los incendios forestales en el 

Estado de Jalisco, México. Los tres capítulos siguientes desarrollan investigaciones de 

química aplicada, orientada a la electrólisis, las nanoestructuras o la metalurgia de las 

superaleaciones, que es el trabajo que cierra este volumen de “Ciencia e Tecnologia para 

o desenvolvimento ambiental, cultural e socioeconómico”.

Xosé Somoza Medina

Universidad de León, Espanha
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 CAPÍTULO 16

NUEVAS NANOESTRUCTURAS DE MÍNIMO POTENCIAL 
DE LENNARD JONES Y MORSE
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Data de aceite: 21/11/2023
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RESUMEN: El diseño molecular y el estudio 
de las nanoestructuras por Química 
Computacional, por ejemplo, bajo un mínimo 
potencial de tipo Van Der Waals, como lo son 
los potenciales de Morse y Lennard Jones 
es una forma de modelar y predecir nuevas 
estructuras de nano moléculas de partículas 
complementaria a las costosas investigaciones 
experimentales. Este trabajo presenta 
novedosas nanoestructuras estables a 
pequeños cambios de potencial, denominados 
nano vehículos que posiblemente se pueden 
crear experimentalmente. Los nano vehículos 
predichos son estables por ser mínimo 
potencial y consisten en una envoltura de 
capas de partículas capaces de contener 
en su centro de masa a distintos, centrados 
y separados núcleos de pocas partículas. 
La estabilidad a variaciones de potencial 
se comprueba mediante una novedosa 
comparación entre potenciales de Morse 
similares al potencial de Lennard Jones. Los 
resultados muestran las novedosas formas 

geométricas y coloraciones que se obtienen 
entre distintas capas de envolturas y distintos 
tipos de núcleos. 
PALABRAS-CLAVE: Química de materiales.  
Nanoquímica. Dinámica molecular. 

 NEW NANOSTRUCTURES OF MINIMUM 

POTENTIAL OF LENNARD JONES AND 

MORSE

ABSTRACT: Molecular design and the study of 
nanostructures by Computational Chemistry, 
for example, under a minimal Van Der Waals-
type potential, such as the Morse and Lennard 
Jones potentials, is a way of modeling and 
predicting new structures of nano molecules 
of complementary particles. to costly 
experimental research. This work presents 
novel nanostructures stable to small potential 
changes, called nano vehicles that can possibly 
be created experimentally. The predicted nano 
vehicles are stable because they are potential 
minimum and consist of an envelope of layers 
of particles capable of containing different, 
centered, and separated cores of few particles 
in their center of mass. Stability to potential 
variations is verified by a novel comparison 
between Morse potentials like the Lennard 
Jones potential. The results show the novel 
geometric shapes and colorations that are 
obtained between different layers of envelopes 
and different types of cores.
KEYWORDS: Materials Chemistry. 
Nanochemistry. Molecular Dynamics. 
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1 INTRODUCCIÓN 

De los potenciales de Morse y Lennard Jones y sus clústeres de mínimo 

potencial existe una amplia literatura  (Hartke, 2002; Morse, 1929; Hoare y McInnes, 

1983; Northby, 1987; Gómez y Barrón, 1991; Maier et al., 1992; Maranas y Floudas, 

1994; Deaven y Ho, 1995; Barrón et al., 1997; Leary, 1997; Wales y Doye, 1997; Doye, 

1998; Doye, et al. 1999; Wolf & Landman, 1998; Leary, 1999; Hartke, 1999; Barrón et 

al., 1999; Wille, 1999; Solov’yov et al., 2003;  Jiang et al., 2003; Huang et al., 2002; 

Cai et al., 2002a; Cai et al., 2002b; Jiang et al., 2003; Shao et al., 2004a; Xiang et al., 

2004b; Xiang et al., 2004a; Shao et al., 2004b; Barrón, 2005; Shao et al., 2005; Doye, 

2006; Dittner & Hartke, 2016; Barrón, 2022a, 2022b). Se ha demostrado que estos 

sencillos potenciales tienen un gran poder predictivo para ayudar a las investigaciones 

experimentales en la creación de nuevas formas geométricas de nanomateriales. Los 

clústeres de los potenciales de Lennard Jones y Morse han sido usado como modelos 

predictivos (ver Cambridge Cluster Database (CCD), Wales et al., 1995). Por ejemplo, 

los núcleos icosaédricos con ausencia de partícula central (aquí se nombra N12IC) se 

encuentran en nanomateriales de oro (Saho, et al., 2004b), los clústeres de sodio que 

coinciden con la secuencia de números mágicos (Haberland et al., 2005), diseño de 

cuasi cristales icosaédricos (Noya et al., 2021).

2 METODOLOGIA 

La experimentación numérica en este trabajo utiliza dos funciones de potencial 

de Van Der Waals que cumplen las propiedades de un pozo de potencial (Pardalos et 

al., 1994): 

            y 

donde d es la distancia entre partículas. La selección del parámetro de Morse es para 

tener dos aproximaciones cercanas al potencial de Lennard Jones, MR(d)=Morse (6, d) y 

MO(d) = Morse (5.3554, d) (ver Barrón, 2022b).
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Figura 1. Potenciales de MR (rojo), LJ (verde) y MO (azul).

Figura 2. Valle de atracción de los potenciales de MR (rojo, angosto), LJ (verde, referencia) y MO (azul, ancho).

Por medio de un desarrollo de Taylor de segundo orden alrededor de la distancia 

optima 1, las funciones de potencial de LJ, MR y MO satisfacen:

donde h es un valor pequeño. Tal propiedad indica que las partículas están fuertemente 

ligadas alrededor de la distancia optima 1 y junto con la baja fuerza de las interacciones 

en la zona asintótica (d>1.4) se predice la existencia de grupos de partículas a distancia 

1 y junto con la zona asintótica (d ∈ [1.4,∞)), se pueden crear envolturas, o sea son capas 

convexas con centro vacío. En este trabajo se crearon varios tipos de envolturas de al 

menos dos niveles, o sea sobre dos radios al centro de masa distintos y cercanos, con 

centro vacío o capaces de mantener un pequeño núcleo o cúmulo en su interior. 

La determinación de que los clústeres forman un nano vehículo estable es 

cuando se cumplen las condiciones (estabilidad con variación del potencial): 1) 

, y 
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Corresponden con mínimos locales de potencial y 2) No cambian su estructura con 

las variaciones de los potenciales de LJ, MR y MO (ver figura 7). Para la minimización 

local se usa el algoritmo de memoria limitada (L-BFGS-B) de la distribución libre en 

lenguaje FORTRAN que ofrecen (Morales y Nocedal, 2011). El inciso 1) se refiere a 

mantener las condiciones experimentales, como por ejemplo la refrigeración y la 

presión constantes de forma que la función de potencial permanece constante 

durante la refrigeración para buscar un estado de mínimo potencial (Haberland et al., 

2005), i.e., la minimización sin cambiar la función de potencial. Mientras que el inciso 2) 

se refiere al cambio de las condiciones experimentales, por ejemplo, para transporte 

bajo condiciones distintas de experimentación, presión temperatura de su proceso 

de refrigeración correspondiente para verificar que la estructura un clúster de mínimo 

potencial no cambie por la variación de la función de potencial, i.e., corresponde a 

minimizar cambiando de una función de potencial a otra función de potencial (ver figura 

7). Este punto es muy relevante para el estudio de la estabilidad de nano estructuras, 

bajo cambios potenciales similares. 

3 DISEÑO DE LOS EXPERIMENTOS  

Las simulaciones para determinar nano vehículos en este trabajo se basan en una 

selección de núcleos y de envolturas construidas a partir de latices.

3.1 NÚCLEOS 

Los núcleos seleccionados son una partícula central, el tetraedro minimizado 

(oLJ4_N4T es el mayor clúster mínimo global por condiciones de optimalidad clásicas 

de primer y segundo orden), un cubo minimizado, (N8CB), el icosaedro con partícula 

central (oLJ13_n13IC, ver Barrón, 2022a), prisma pentagonal con tapas de pirámides 

pentagonales (N13IR) , el balón pentagonal de 20 partículas es un mínimo local 

(N20BalonP), la estrella pentagonal de 32 partículas es un mínimo local (N32EstrellaP), 

el octaedro truncado cúbico centrado en las caras de 38 partículas (Doye et al. 1999) es 

un óptimo global para LJ y MO, para MR es un clúster mínimo local (aquí lo denominamos 

oLJ38_N6OC) y el posible clúster mínimo global de núcleo bipirámide pentagonal (lo 

llamamos, oLJ39_N7PBP). La figura 3 muestra los núcleos. La figura 3. I. muestra el 

posible clúster mínimo global de 39 partículas que se ha coloreado con esferas de la 

mitad del radio mínimo de interacción, tal coloración desprende la propiedad de que este 

núcleo es orientable, distingue dos direcciones, superior e inferior en la orientación que 

se muestra.
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Figura 3. Núcleos A. oLJ4 (oLJ4__N4T), B. N8CB, C. oLJ13 (oLJ13_N13IC), D. N13IR, E. N20BalP (N20 Balón 
Pentagonal), F. N32EstP (N32 Estrella Pentagonal), G. oLJ38 (oLJ38_N6OC), H. oLJ39 (oLJ39_N7PBP), I. OLj39_
N7PBP con esferas de radio mínimo de interacción para orientación.

Figura 4. A. Envoltura redondeada de 614 partículas de la latice IC, B. Nano-vehículo de 627 partículas con oLJ13_
N13IC al centro.

3.2 ENVOLTURAS 

Regiones convexas de las latices, redes de tipo cristalinas de distancia mínima 

optimizada. La figura 9 muestra las envolturas de la latice IC de 614, 2654 y 3656 partículas 
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que se usan en este trabajo. Las envolturas son capas de la latices IC (que se construye 

a partir de un icosaedro con una partícula de núcleo, Fig. 3.C), IR (en este caso se parte 

del prisma pentagonal con pirámides pentagonales de tapas, Fig. 3. D), N4T (la capa 

cero es el tetraedro minimizado oLJ4_N4T), N6OC (se parte del octaedro minimizado) 

y N7PBP (se parte de la bipirámide pentagonal minimizada). En este trabajo todos los 

cúmulos reportados son minimizados por el algoritmo L-BFGS-B. O sea, se construyen 

geométricamente como redes cristalinas de Bravais y seleccionando un gran numero a 

partir de un centro apropiado se minimiza. Posteriormente se procede a quitar las capas 

interiores y a seleccionar capas exteriores, que se pueden redondear, i.e., se seleccionan 

las partículas a partir del centro por medio de una esfera de un radio apropiado (ver figura 

4.A.) o se escalaron.

Figura 5. A. Nano vehículo 2658, oLJ4 en envoltura IC de 2654 partículas, B. Nano vehículo 3664, N8CB en 
envoltura IC de 3656 partículas, C. Nano vehículo 2667, oLJ13 en envoltura IC de 2654 partículas, D. Nano vehículo 
3669, N13IR en envoltura IC de 3656 partículas.

3.3 COLORACIÓN DE LOS CLÚSTERES DE LJ Y MORSE DE 2 A 55 PARTÍCULAS

Las figuras 10 y 11 presentan los posibles clústeres de mínimo potencial de MR. LJ 

y MO con una visión nueva para los primeros 55 casos. En nuestro conocimiento estas 

nuevas representaciones de los clústeres muestran por primera vez, cuantas esferas 
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de radio similar se requieren para los clústeres de mínimo potencial. También muestran 

las diferencias geométricas debido a la forma de agruparse en función de núcleo como 

semilla geométrica. Las esferas de colores, donde el color corresponde a la mitad de 

la mínima longitud de los vecinos de un vértice, es un valor que indica cuantas esferas 

diferentes se tienen en el posible clúster de mínimo potencial global. Por ejemplo, los 

casos de 2 a 7 para los tres potenciales, solo requieren un tipo de esfera, mientras para 

n=8, los clústeres de MR, LJ y MO requieren 4 tipos de esferas de color, i.e., cuatro esferas 

de radio distinto. Además, los colores de los tres clústeres indican que en cada caso las 

esferas son de diferentes radios. Esta forma de colorear a los clústeres está relacionada 

con el famoso problema de Kissing sphere problem.

4 RESULTADOS Y DISCUSION 

Se tienen experimentos con una variedad de envolturas, para este trabajo se 

presentan las que se derivan de la latice IC.

Las tablas de resultados muestran el valor del potencial en la primera fila de 

cada núcleo cuando fue posible construirlo fijando el potencial, i.e., las condiciones de 

experimentación son fijas y corresponden con alguno de los potenciales LJ, MO o MR. 

Debajo del valor del potencial en cada columna se indica el paso de un potencial a otro, 

i.e., partiendo de una estructura mínima local de las condiciones de un potencial se cambia 

a las condiciones de laboratorio de otro potencial y se espera que se estabilice y no se 

altere la estructura inicial (el éxito se indica con  y el fracaso con X). Para el nucleo N13IR 

se indica fracaso cuando este cambia a oLJ13 (se indica con X oLJ13), en los otros caso 

X, el fracaso significa que el núcleo perdio su forma. Cuando no cambia la estructura con 

Los cambios de potencial indicados en la figura 7, el nano vehículo se considera estable, 

en otor caso es inestable. 

La tabla 1. muestra los resultados de la envoltura de la figura 4. A, que claramente 

es insuficiente para obtener nano vehículos estables para algunos núcleos grandes.

Las figuras de los resultados solo muestran los núcleos y las primeras envolturas 

que permiten crear nano vehículos estables, i.e., se omiten los casos inestables.
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Figura 6. A. Nano vehículo 3676, N20BalP en envoltura IC de 3656 partículas, B. Nano vehículo 3688, N32EstP en 
envoltura IC de 3656 partículas, C. Nano vehículo 652, oLJ38 en envoltura IC de 614 partículas, D. Nano vehículo 
3695, oLJ39 orientable en envoltura IC de 3656 partículas.

La tabla 2. corresponde con la envoltura IC de las capas 11 y 12 de una región 

IC centrada en un icosaedro con partícula central, la partícula central es la capa cero. 

Se construyó la envoltura de 3656 partículas de las capas 10, 11 y 12 de IC y la tabla 3 

muestra resultados similares a los de la tabla 2. De los núcleos propuestos en la figura 3, 

los núcleos N13IR, N20BalP y N32EstP son inestables bajo cambios de potencial porque 

su estructura rota o colapsa porque las ligas entre pares de partículas no la tienen rigidez 

del tetraedro o del icosaedro.

Figura 7. Estabilidad a los cambios de potencial significa minimizar un clúster con los diferentes potenciales sin que 
cambie su forma.
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El último experimento que se presenta consiste en un diseño con un núcleo 

diferente a los seleccionados, se trata de un rombo octaedro de 24 partículas. La figura 

8 muestra el estable nano vehículo de 3459 partículas que se estructuro con un rombo 

octaedro de 24 partículas con partícula central, su envoltura proviene de la latice IC es 

redonda y se expandió su radio de 10.55 a 11.9 para lograr estabilidad, los potenciales 

mínimos son LJ = -8259.2572, MO= -7286.5215, MR= -6230.2296.

Figura 8. A. Rombo octaedro de 24 partículas con partícula central, B. Nano vehículo 3459, con un rombo octaedro 
con partícula central de 25 de partículas como núcleo dentro de una envoltura especial (redondeada y escalada al 
radio 11.9) de la latice IC de 3434 partículas.

Figura 9. Envolturas de la latice IC de A) 614, B) 2654 y C) 3656 partículas.
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5 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Las simulaciones numéricas abren un camino para la creación de este tipo de 

estructuras de forma experimental. 

Incluimos los primeros casos de una nueva coloración de los clústeres de LJ y 

Morse en las figuras 10 y 11. Los casos de los números mágicos 13 y 55 son notables. Para 

n=13 los tres potenciales muestran que se requiere un solo tipo de esfera, su número de 

colores es 1, o sea se tiene una solución del famoso problema “Kissing sphere problem” 

que da como resultado 12 besos, ya que las de las 13 esferas de igual radio, 12 tocan a 

la esfera central. Para n=55 se requieren tres colores, i.e., tres esferas de distinto radio 

empacadas en forma icosaédrica, donde los radios de los clústeres de MR y LJ son 

los mismos, pero lo de MO son diferentes. Las formas de los clústeres se mantienen 

similares de 2 a 36 partículas. Para n=37 las coloraciones de los clústeres son diferentes, 

aunque mantienen el mismo tipo de semilla de núcleo: N7PBP. El caso del permutahedron 

arquimediano, n=38, muestra esta configuración derivada de la semilla núcleo N6OC para 

los potenciales MR y LJ, mientras que para el potencial MO le corresponde una geometría 

derivada de la semilla núcleo N7PBP.

Lograr estabilidad para la minimización y la variación de potenciales se muestra 

en la tabla 3 y en el diseño del nano vehículo 3459 de la figura 6. Es muy probable que 

para el diseño de los núcleos de los nano vehículos solo se requieran mantener fijas y 

controladas las condiciones experimentales (minimización local bajo una función de 

potencial dada). El núcleo N13IR mostró inestabilidad dentro de las envolturas, cuando 

en la minimización se cambia la función de potencial, este cambia su estructura a la 

del núcleo oJL13_N13IC (El cual recientemente paso de putativo a ser el mínimo global 

para 13 partículas para el potencial de LJ, Barrón, 2022a). Los núcleos N20BalP (N20 

Balón Pentagonal) y 32EstP (N32 Estrella Pentagonal) no son estables en las envolturas 

elegidas. Los resultados muestran novedosas formas geométricas que se obtienen 

entre distintas capas de envolturas y distintos tipos de núcleo que abren un abanico de 

posibilidades para el diseño experimental de nano estructuras estables.
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Figura 10. Representación de los clústeres de MR, LJ y MO con su tipo de núcleo, números de colores de esferas 
del mismo radio y su potencial.
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Figura 11. Representación de los clústeres de MR, LJ y MO con su tipo de núcleo, números de colores de esferas 
del mismo radio y su potencial.
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Tabla 1. Envoltura redondeada de latice IC de 614 partículas, capas 5 y 6. Sin espacio interior para núcleos grandes 
o mantener la estructura de algunos núcleos pequeños.

Núcleo

LJ

LJ→MO

LJ→MR

MO 

MO→LJ

MO→MR

Estabilidad

MR

MR→LJ

MR→MO

oLJ4

-3464.5573





-3161.5262





Estable

-3026.9701





N8CB

X -3170.4340

X

X

Inestable

-3035.1504

X

X

oLJ13

-3505.5432





-3198.8640





Estable

-3063.4143





N13IR

X -3195.8978

X

X

Inestable

-3060.3357

X

X

N20BalP
X X

Inestable

X

N32EstP
X X

Inestable

X

oLJ38

-3647.0086





-3319.5074





Estable

-3178.5605





oLJ39
X X

Inestable

X
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Tabla 2. Envoltura de latice IC de 2654 partículas, capas 11 y 12. Algunos núcleos no se mantienen.

Núcleo

LJ

LJ→MO

LJ→MR

MO 

MO→LJ

MO→MR

MR

MR→LJ

MR→MO

Estabilidad bajo variación del potencial

oLJ4

-14897.4997





-13621.0961





Estable

-13073.2003





N8CB

-14906.8185

X

X

-13629.9967

X

X

Inestable

-13081.3791

X



oLJ13

-14935.9207





-13658.4138





Estable

-13109.6402





N13IR

-14933.1494

X oLJ13

X oLJ13

-13655.4457

X oLJ13

X oLJ13

Inestable

-13106.5610

X oLJ13

X oLJ13

N20BalP

-23906.0392

X

X

-21424.2778

X

Inestable

-20383.1031

X

X

N32EstP
X

X

X

X

Inestable

X

X

oLJ38








Estable





oLJ39


X



X

Inesstable



X
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Tabla 3. Envoltura de latice IC de 3656 partículas, capas 10, 11 y 12. Estabilidad por minimización y variación de 
potencial en casi todos los nucleos propuestos.

Núcleo

LJ

LJ→MO

LJ→MR

MO 

MO→LJ

MO→MR

MR

MR→LJ

MR→MO

Estabilidad bajo variación del potencial

oLJ4

-23873.6788





-21395.3864





Estable

-20355.9404





N8CB

-23883.0357

X

X

-21404.2870





Inestable

-20364.1192

X



oLJ13

-23912.1856





-21432.7041





Estable

-20392.3802





N13IR

-23909.4148

X oLJ13

X oLJ13

-21429.7360

X oLJ13

X oLJ13

Inestable

-20389.3011

X oLJ13

X oLJ13

N20BalP

-23906.0392

X

X

-21424.2778

X

X

Inestable

-20383.1031

X

X

N32EstP

-23971.9812

X

X

-21486.4488

X

X

Inestable

-20444.3553

X

X

oLJ38

-24042.3418





-21552.7954





Estable

-20507.3473





oLJ39

-24048.4744





-21559.1035





Estable

-20513.4224
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