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APRESENTAÇÃO

O oitavo volume desta coleção segue a lógica dos livros anteriores. Procura 

apresentar ao leitor uma coletânea de artigos sobre problemáticas que são transversais 

ao campo das ciências sociais aplicadas.

Sendo discutível, na metodologia seguida na organização dos vários volumes 

procurou-se privilegiar artigos que abordassem novas tendências e/ou problemáticas 

transversais relevantes, adotassem metodologias mais holísticas e/ou modelos de 

investigação aplicada, apresentassem estudos de caso nacionais e/ou internacionais e 

procurassem ser reflexivos. Nesse contexto, o presente volume está organizado em três 

grandes eixos – Programação, Sustentabilidade, Educação e redes sociais. 

Na construção da estrutura de cada eixo procurou-se seguir uma lógica em que 

cada artigo possa contribuir para uma melhor compreensão do artigo seguinte, gerando-

se um fluxo de conhecimento acumulado que se pretende fluido e em espiral crescente. 

Assim, o eixo Programação é constituído por um conjunto de oito artigos. A 

programação pode ser entendida como um conjunto de actividades que visam transformar 

tarefas repetitivas e monótonas em rotinas cooperativas e colaborativas. Estas rotinas são 

algoritmos e modelos matemáticos geradores de informação estruturada e eficiente que, 

apesar da sua racionalidade limitada, é útil para a tomada de decisões, sejam individuais 

ou de grupo. 

O eixo Sustentabilidade junta um conjunto de sete artigos que, em comum, 

contribuem para a construção da responsabilidade social. As mudanças climáticas estão 

a perturbar a vida de milhões de pessoas no planeta, com especial ênfase nas regiões 

rurais mais pobres e com impacto negativo na economia. Assim, exigem-se políticas 

públicas inclusivas que incentivem o uso de materiais multiusos, amigos do ambiente. Os 

resíduos sólidos urbanos necessitam de ser melhor geridos e as empresas deverão ser 

incentivadas a incorporar aquelas políticas nas suas estratégias, para reforço dos seus 

valores, conforto e bem-estar dos seus constituintes. 

O eixo Educação e redes sociais tem seis artigos. As principais teorias de 

liderança parecem apontar para que esta seja contingencial, podendo ser ensinada 

e as respectivas competências treinadas e melhoradas. Todo o ensino, presencial ou 

a distância, tem os seus pontos fortes e pontos fracos. Exigem-se comportamentos 

éticos, nomeadamente em ambiente de redes sociais, para evitar fraudes quer com os 

conteúdos quer com a respectiva avaliação, com eventuais traumas psicológicos em 

quem é visado. 

Com a disponibilização deste livro e seus artigos esperamos que os mesmos 

gerem inquietude intelectual e curiosidade científica, procurando a satisfação de novas 

necessidades e descobertas, motor de todas as fontes de inovação. 

Jorge Rodrigues, ISCAL/IPL, Portugal

Maria Amélia Marques, IPS/ESCE, Portugal
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RESUMO: Neste artigo desenvolvem-se 
modelos da forma  de grau k para 
matrizes estocásticas simétricas, sendo μ 
a matriz média e  uma matriz estocástica 
simétrica, com matriz média nula. Os modelos 

são desenvolvidos a partir da análise espectral 
das respetivas matrizes médias μ. A informação 
contida ma matriz estocástica pode ser 
condensada nos seus vetores de estrutura e 
na soma dos quadrados dos resíduos. Quando 
as matrizes de uma família correspondem aos 
tratamentos de um delineamento base, dizemos 
que a família é estruturada. Para além destes 
modelos, também se consideraram os modelos 
de famílias estruturadas. Os modelos destas 
famílias estão associados aos tratamentos de 
um delineamento base. A ação dos fatores que 
se consideram no delineamento base, sobre 
os vetores de estrutura é também analisada. 
A ação dos fatores, que se consideram no 
delineamento base, sobre os vetores de 
estrutura das matrizes da família será analisada. 
Utilizamos para isso a ANOVA (Análise de 
Variância) e técnicas relacionadas, no estudo da 
referida ação sobre combinações lineares das 
componentes dos vetores de estrutura sobre as 
m matrizes do modelo. As famílias estruturadas 
que consideramos têm, delineamentos base 
ortogonais, associados a partições ortogonais. 
A hipótese a ser testada, sobre a ação dos 
fatores no delineamento base, está associada 
a partições ortogonais. Mostraremos como 
realizar análises transversais e longitudinais 
para famílias de matrizes estocásticas 
simétricas com valor próprio dominante 
associado a modelos ortogonais.
PALAVRAS-CHAVE: Base design. Matrizes 
estocásticas simétricas. Modelos. Famílias 
estruturadas.
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STRUCTURED FAMILIES OF SYMMETRIC STOCHASTIC MATRICES

ABSTRACT: In this paper we develop models of the form  of degree k for 
symmetric stochastic matrices, being μ the mean matrix and  a symmetric stochastic 
matrix, with null mean matrix. The models are developed from the spectral analysis of 
the respective mean matrices μ. The information contained in a stochastic matrix can 
be condensed into its structure vectors and the sum of squares of the residuals. When 
the matrices of a family correspond to the treatments of a base design, we say that the 
family is structured. In addition to these models, models of structured families were also 
considered. The models of these families are associated to the treatments of a base 
design. The action of the factors considered in the base design on the structure vectors 
is also analysed. The action of the factors considered in the base design on the structure 
vectors of the family matrices will be analyzed. We use for this the ANOVA (Analysis of 
Variance) and related techniques, in the study of said action on linear combinations of 
the components of the structure vectors on the m matrices of the model. The structured 
families we consider have, orthogonal base delineations, associated with orthogonal 
partitions. The hypothesis to be tested, about the action of the factors in the base design, 
is associated with orthogonal partitions. We will show how to perform cross-sectional 
and longitudinal analyses for families of symmetric stochastic matrices with dominant 
eigenvalue associated to orthogonal models.
KEYWORDS: Base design. Symmetric stochastic matrix. Models. Structured families.

1 INTRODUÇÃO

O uso do par dado pelo valor próprio dominante e o correspondente vetor próprio, 

para condensar informação de uma matriz estocástica simétrica, mostrou ser muito útil, 

quando são consideradas séries de estudo, (Escoufier, 1973, 1978; Oliveira et al.,1999b).

Nestas séries de estudos consideram-se trios de matrizes ),,( DDX  , constituídos 

por uma matriz de dados X  e duas matrizes de pesos, uma para objetos e outra para 

variáveis, DD  e , respetivamente. Quando os objetos são os mesmos para todos os 

estudos duma série a mesma diz-se do primeiro tipo. Quando as variáveis são as 

mesmas para todos os estudos duma série a mesma diz-se do segundo tipo. Escoufier 

(1978) definiu os operadores  e  para 

representar os estudos niiii ,,1,),,(  =DDX , no caso de séries de primeiro e do segundo 

tipo, respetivamente.

De seguida obtém-se o produto interno ,  ou 

, , onde tr corresponde ao traço da matriz. Estas são as 

matrizes cuja informação é condensada sempre que têm um valor próprio principal. 

Apresentamos de seguida uma formulação geral da condensação da informação 

numa matriz simétrica com um valor próprio dominante, tanto para matrizes singulares 
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como para famílias estruturadas cujas matrizes correspondem aos tratamentos de um 

delineamento base. Isto abre um vasto leque de aplicações possíveis.

Além de conjuntos singulares de estudos, podemos considerar famílias 

estruturadas cujas séries correspondem aos tratamentos de um delineamento base 

(Oliveira et al., 2007).

Os modelos serão obtidos a partir da análise espectral das matrizes médias μ, e 

são dados por

(1)

com  os pares valores de valores próprios e vetores próprios de μ e  uma matriz 

estocástica simétrica (Areia, 2009; Dias, 2013). De forma a evitar a possibilidade de se 

obter um número grande de pequenos valores próprios, assume-se que .

Sendo , a informação contida na matriz M pode ser 

condensada num vetor de estrutura dado por , e por uma soma de 

quadrados de resíduos 

(2)

onde ‖ ‖ representa a norma euclidiana quer para matrizes quer para vetores.

A seguir, na secção 3, estudamos famílias estruturadas de matrizes estocásticas 

simétricas. As matrizes nestas famílias correspondem aos tratamentos de um delineamento 

base com efeitos fixos. Estudamos então a ação dos fatores do delineamento base sobre 

os vetores de estrutura das matrizes. Quando se assume que o primeiro valor próprio 

das matrizes é dominante, o tratamento do modelo pode ser aligeirado restringindo-o ao 

primeiro vetor estruturado das matrizes (Oliveira, et al.,1999b, 2007b).

2 MODELOS

Dada uma matriz ][ jim=M  aleatória simétrica kk × , a respetiva matriz média μ 

quando definida, será simétrica tendo a decomposição espectral

 (3)

vindo

 (4)

com  uma matriz estocástica simétrica com matriz média nula e E uma 

matriz de erros, com  normal com valor médio nulo e matriz de covariância  

,

,
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(define-se  como sendo o agrupamento dos vetores coluna da matriz E, isto é, com 

, . Sendo μ simétrica com característica 

k, ter-se-ão os pares (λi , αi ) de valores próprios e vetores próprios, i =1, …, k.

Sejam (θi , γi ), i =1, …, n os pares de valores próprios e vetores próprios da matriz 

M com θ1≥ ⋯ ≥ θn. De acordo com [6], utilizamos os  𝑖=1,…,𝑘 para estimar 

os vetores de estrutura . Assim, com 𝒎1… 𝒎𝑛, os vetores coluna da matriz M, 

tem-se 

 (5)

 (6)

com ⊗ a indicar o produto matricial de Kronecker, tendo-se . Assim, 

 terá vetor médio 

                     ,                                           (7)

e matriz de covariância

 (8)

com .

Se M tem grau k e os  forem bons estimadores dos β1, …, βk, e γ1, ...,γk bons 

estimadores de α1, ...,αk, teremos

 (9)

vindo 

  ,                                (10)

pelo que, com 

,                                                     (11)
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teremos,

 (12)

vindo a matriz de covariâncias de R dada por 

 (13)

Enquanto R pode ser considerado como um vetor de resíduos,

  (14)

será o vetor de estrutura global ajustado (Mexia, 1990 e 1995).

Os vetores R e 𝜷�  desempenham um papel importante na inferência e, uma vez 

que, estes vetores não são independentes, é necessário encontrar um vetor dos resíduos 

homocedástico e independente do vetor , com 

                                   .                                                         (15)

Aplicando o método de ortogonalização de Gram-Schmidt aos vetores coluna da 

matriz de covariância

 (16)

a qual tem característica r, obtêm-se r vetores ortonormalizados z1, … zr. Sejam 

os vetores com n2 componentes, dos quais n2 - 1 são nulos e a i-ésima 

componente é igual a um. Aplicando novamente o método de Gram-Schmidt aos vetores 

z1, … ,zr, δ1, … , δn2- a, obtêm-se não só os vetores z1, … zr mas também os vetores linha da 

matriz A: a1, …,an2- r. 

Sendo a matriz de covariância AR dada por

se Σ(AR) tem característica g terá valores próprios positivos ν1, …,νg (uma vez que as 

matrizes de covariância não têm valores próprios negativos), associados aos vetores 

próprios ξ1, …, ξg. 

Assim, com 

,

,
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sendo , a matriz diagonal com elementos principais , 

tem-se  com 

 (17)

um vetor de resíduos homocedástico. Quando a normalidade é assumida,  e  serão 

independentes e normais. Somos, assim, levados a testar as hipóteses

utilizando a estatística 

 (18)

para testar Hok.

Sendo , ℱ�  será o quociente de dois qui-quadrados independentes, 

com 1 e g- 1 graus de liberdade. Se  e  são os quantis de probabilidades  e 

1-  respetivamente, para aquele quociente, então o intervalo  contém a 

região de aceitação de nível q para o modelo e, a correspondente região de rejeição será 

. Quando Hok  não se verifica, o numerador e denominador de F 

terá parâmetros de não centralidade δ1 e δ2. Haverá alternativas à hipótese Hok em que δ1 

predomina sobre δ2 (δ2 predomina sobre δ1) e, em que F tende a tomar valores superiores 

(inferiores) aos que tomaria, caso Hok se verificasse. Quando a hipótese não é rejeitada, σ2 

pode ser estimado por = .

Na prática pode ajustar-se o modelo baixando o valor de k até se obter uma 

rejeição. Salienta-se que, , com  será o quantil de ordem p-th para a 

distribuição central F , que terá 1 e g-1 graus de liberdade.

3 FAMÍLIAS ESTRUTURADAS

Depois de considerarmos os modelos isolados, estudamos agora o caso 

das famílias estruturadas de modelos. Um primeiro exemplo destas famílias é o dos 

delineamentos multi-regressionais (Carvalho et al., 2015; Moreira et al., 2005a). Assim, 

para cada tratamento de um delineamento base, temos uma regressão linear sobre as 

mesmas variáveis. 

As matrizes dos valores das variáveis controladas e a variância do erro, são 

assumidas como sendo as mesmas para as diferentes regressões, (Carvalho et al., 2015). 

A inferência para esta família de regressões está centrada nos vetores de coeficientes 

,

,
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ou, mais geralmente, nos vetores estimáveis, conduzindo a resultados interessantes 

(Mexia, 1987; Carvalho et al., 2015; Moreira et al., 2005a, 2005b; Moreira et al., 2007, 

2008; Cantarinha, 2012). 

Estes modelos, numa família estruturada, correspondem aos tratamentos de um 

delineamento base com efeitos fixos. O caso mais interessante é quando a ausência de 

efeitos e interações para os fatores do delineamento base estão associados aos espaços 

de uma partição ortogonal

 .

Considerando que os vetores linha, gj , das matrizes Aj constituem uma base 

ortonormal para ϖj , j=1,…, m, tem-se a soma de quadrados dada por 

   ,                                                (19)

onde Y é um vetor cujas componentes correspondem aos tratamentos de um 

delineamento base. Por exemplo, se os modelos numa família estruturada são para 

matrizes estocásticas simétricas com o primeiro valor próprio dominante, então será 

dada enfase a ação dos fatores sobre o delineamento base dos primeiros vetores de 

estrutura para os quais temos os estimadores

 (20)

Estamos, pois, no caso equilibrado em que a Análise de Variância e as técnicas 

a ela associadas são robustas para calcular os vetores de componentes homólogas dos 

primeiros vetores de estrutura estimados 

 (21)

(Ito, 1980; Scheffé, 1959).

Os resultados obtidos permitem realizar inferência transversal e longitudinal. Na 

primeira trabalha-se com as componentes homólogas do vetor de estrutura, e na segunda 

trabalha-se com vetores de contrastes nas componentes desse vetor

 (22)

Por forma a se evitarem repetições, representa-se por  o vetor sobre o qual 

será efetuada a análise de variância. As somas dos quadrados são dadas por

 (23)

.

.

,
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salienta-se, agora, que a hipótese associada a pode ser escrita como

  (24)

com η o vetor médio de Z(c). Esta hipótese verifica-se se e só se η ∈ ωj ,j=1,…,m , com ωj 

o complemento ortogonal de ϖj j=1,…,m.

Em geral, utilizamos a soma da soma de quadrados das interações de ordem 

superior para estimar o erro. Seja D o conjunto de índices destas interações, então com

 ,                                                       (25)

tem-se a estatística de teste

    ,                                                    (26)

com gj e g graus de liberdade (Mexia, 1990 e 1995). 

Quando se tem u fatores com J1…Ju níveis no delineamento base, ter-se-á 

 conjuntos de 

Admitamos que se tem u fatores com J1…Ju níveis no delineamento base, e que 

se consideram todas as combinações possíveis dos mesmos. Estas combinações 

corresponderão aos tratamentos, havendo, pois, tratamentos. Além do valor médio geral, 

há que considerar os efeitos dos níveis dos vários fatores e as interações para as várias 

combinações de níveis dos conjuntos de mais de um fator. Identificando os fatores com 

os seus índices os conjuntos de fatores serão os sub-conjuntos de 

Dado , se #(φ)=0, obtém-se o conjunto vazio correspondendo-lhe o valor 

médio geral; se #(φ)=1 corresponder-lhe-ão os efeitos dos níveis do único factor com 

índice em φ. Quando #(φ)>1, corresponderão as interações entre conjuntos de níveis de 

fatores em φ.

Assim, para se obter a soma de quadrados para os efeitos e interações see (Dias, 

2013), têm-se as matrizes

 (27)

onde ⊗ indica o produto de Kronecker de matrizes 

, 

, 

,

.

,
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(28)

sendo TJl obtida retirando a primeira linha igual a  a uma matriz ortogonal quando 

l ∈ φ. Assim, A(φ) tem característica Jl × Jl com 

 (29)

graus de liberdade para a hipótese associada a φ.

A ordem da interação de um fator é o número de fatores tomados por ele menos 

um, pelo que agora se pode tomar

   ,                                                  (30)

vindo 

 ,                                                   (31)

com 

 ,                                             (32)

tendo-se a estatística

 ,                                             (33)

com g(φ) e g graus de liberdade.

Como alternativa pode ser considerado o caso em que se tem os estimadores 

 para h=1,…,d. Isto é, não se rejeita a homocedasticidade do vetor Rh , h=1,…,d para 

nenhuma matriz da família. Aplicando o teste Chi-quadrado de Bartlett a 

 (34)

e, no caso, desta hipótese não ser rejeitada, podemos utilizar o estimador

 (35)

com gh o número de componentes de  e 

 (36)

, , 

; ,

, 

,

.
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Assim, para testar todas as H0,j ,j =1,…, m , usamos a estatística

 (37)

tendo agora gj e graus de liberdade para Fj ,j=1,…,m.

4 CONCLUSÕES

Neste artigo vimos como ajustar e validar modelos assentes na análise espectral 

de matrizes médias de matrizes estocásticas simétricas. Consegue-se assim uma 

formulação que permite condensar a informação contida numa matriz estocástica 

simétrica num par constituído por um vetor  de estrutura ajustado e numa soma V 

de quadrados de resíduos. Esta condensação é paralela á que se tem para regressões 

lineares sendo então  o vetor dos coeficientes ajustados e, continuando V a ser uma 

soma de quadrados de resíduos.

Esta possibilidade de condensação da informação contida numa matriz 

estocástica simétrica, torna estes modelos adequados para o estudo de famílias 

estruturadas. Nestas famílias os modelos correspondem aos tratamentos de um 

delineamento base. Assim, ao analisar-se uma tal família pode-se ir mais fundo 

do que quando se trabalha apenas com um modelo, já que, se pode estudar a ação 

dos fatores do delineamento base sobre os parâmetros dos modelos da família. No 

estudo apresentado considerou-se o caso de famílias estruturadas de modelos com 

delineamento base ortogonal, o que corresponde a estar-se numa situação de equilíbrio. 

Realizam-se análises de variância para estudar a ação dos fatores do delineamento base 

sobre combinações lineares  das componentes dos vetores de estrutura 

das matrizes da família. Quando a=δi a análise incidirá sobre as i-ésimas componentes 

dos vetores de estrutura. Temos então, como vimos, uma Análise Transversal. Se a soma 

das componentes for nula, será um vetor de contraste e temos uma, Análise Longitudinal.
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