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APRESENTACAO

As ciéncias exatas e da terra tém uma importancia muito especial e séo
consideradas a origem e a base principal do progresso de outras areas de conhecimento,
que ganharam destaque com a evolugéo tecnoldgica e a complexidade dos desafios
humanos.

De modo geral, pode-se dizer que as importantes conquistas dos séculos
passados e atuais se devem a atuagado e ao avango do campo das ciéncias exatas e da
terra, que, através de desafios, situacdes e aplicacdes, avangaram e cruzaram as fronteiras
tradicionais de outras areas de conhecimento, resolvendo problemas complexos que
abrangem diversas areas: a isto chamamos “interdisciplinaridade”.

Diante dessa realidade, o primeiro volume de “Estudos em Ciéncias Exatas
e da Terra: Desafios, Avancos e Possibilidades” publicado pela Editora Artemis e
apresentado em 10 capitulos, tem por objetivo dar um panorama geral dos desafios,
avancos e possibilidades que envolvem essa area de conhecimento, tanto na teoria
quanto na pratica.

Os trabalhos aqui apresentados, de pesquisadores de diversos paises, entre
eles Argentina, Brasil, México, Paraguai, Portugal e Russia, oferecem aos leitores e
interessados a oportunidade de ampliar seus conhecimentos e adquirir uma visdo mais
profunda da area.

Alireza Mohebi Ashtiani
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RESUMEN: La ensefanza del Algebra
Lineal nunca ha resultado tarea sencilla.
Especialmente cuando se necesitaba avanzar
respecto del ambito de la manipulacion
algebraica de las ecuaciones a dotar de
significado al proceso construccion de las
matrices que conforman dichos sistemas. Para
resolver esta circunstancia es que se comenzo
en el ano 2014 una actividad extracurricular
mediante la realizacion de un trabajo
profesional que requiriese el modelado de las
observaciones mediante ecuaciones lineales.
El trabajo elegido fue el establecimiento de

Estudos em Ciéncias Exatas e da Terra: Desafios, Avancos e Possibilidades

DISTINTAS AREAS

una red altimétrica en el campus de nuestra
Facultad de Ingenieria en la ciudad de La Plata.
Una red altimétrica comprende un conjunto de
alturas respecto del nivel medio del mar para
lugares especificos de una obra. El modelado
de los desniveles medidos en funcién de las
alturas es de rapida comprension. Esto facilitd
concentrar la atencion de los estudiantes hacia
conceptos mas abstractos como el déficit de
rango y la inconsistencia. Estos se visualizan
con mayor naturalidad cuando son trasferidos
a la situacién cotidiana que enfrentaria el
ingeniero en una obra. Para esta actividad se
recurrié a la articulacién entre dos catedras.
Una perteneciente al Area de las Ciencias
Basicas donde se estudian los contenidos del
algebra lineal y la segunda perteneciente a la
carrera de Ingenieria en Agrimensura donde se
estudian las incertidumbres en las mediciones.
Las asignaturas pertenecen al segundo ano
y tercer afno respectivamente de la carrera
de agrimensura. De esta forma, en un mismo
espacio, convivieron y trabajaron estudiantes
de distintos afios propiciandose la ensefianza
entre pares.

PALABRAS CLAVE: Algebra Lineal.
Problemas Altimétricos. Articulacion entre
Catedras de Ciencias Basicas y de Ingenieria
en Agrimensura. Ensenanza entre Pares.

1INTRODUCCION

En este articulo se presentan los

resultados de una actividad de articulacion

Capitulo 8
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entre dos Areas de la Facultad de Ingenieria de la UNLP (FI) que combina tanto la
docencia, la investigacion, como la extension, y que se viene desarrollando desde
hace dos afnos (segundo semestre de 2014) en forma continua. La misma consiste en
la resolucion de una tarea profesional que es de incumbencia del Ingeniero Agrimensor
mediante herramientas matematicas que se ensenan en la asignatura Matematica C del
Ciclo Basico (tercer semestre) de esta Facultad, cuyos contenidos corresponden a los de
Algebra Lineal.

La tarea profesional es ofrecida por la catedra de Calculo de Compensacion
(quinto semestre) de la carrera Ingeniero Agrimensor y tiene por objetivo dotar de cotas
y sus respectivas incertidumbres a las ménsulas altimétricas (marcas fisicas) que existen
en muchos de los edificios de la Facultad. Se denominan cotas a las alturas respecto
de un nivel tomado como referencia, en este caso, el nivel medio del mar de Mar del
Plata (nivel de referencia para la red del Instituto Geografico Nacional) de las ménsulas
empotradas. Para este trabajo se adopta un sistema de alturas topografico para el cual
existe una relacion constante entre la variacion de alturas geométricas y la variacion del
potencial gravimétrico. Bajo esta hipotesis se modelan las superficies equipotenciales
con esferas concéntricas. Esto deja de ser cierto para puntos lo suficientemente alejados
(Wolf y Brinker, 1998).

La resoluciéon del problema requiere modelar matematicamente una situacion
real, utilizando herramientas del Algebra Lineal, en especial, la construccion de matrices,
sus operaciones, resolver sistemas de ecuaciones lineales y el emplear el Método de
Minimos Cuadrados ante la presencia inevitable, en esta tarea profesional, de sistemas
de ecuaciones lineales inconsistentes. Esta area de la matematica es conocida como
de dificil comprension, por esto, varios investigadores recomiendan, para un mejor
aprendizaje, motivar los contenidos desde la geometria y desde la ingenieria aplicada
(Carlson, Johnson, Lay & Porter, 1993; Dorier, 2003; Hillel, 2000; Hillel, Sierpinska, &
Trgalova, 1999).

El trabajo es realizado por alumnos de Matematica C (tercer semestre), y de
Calculo de Compensacion (quinto semestre) de la carrera Ingeniero Agrimensor. También
se inscribieron para la actividad algunos estudiantes de las carreras de Ingenieria Civil e
Ingenieria Hidraulica, asi como un egresado de la carrera de Ingeniero Agrimensor.

Esta actividad, poco frecuente, permite el trabajo entre pares de distintos anos,
enfocados en resolver conjuntamente un trabajo profesional real con las herramientas
matematicas provistas por las catedras convocantes.

Como se dijo, se persiguen con esta actividad varios objetivos. Entre ellos, acercar

al alumno menos avanzado en la carrera, al modelado de situaciones topograficas
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relativamente simples y que lo prepararan para encarar situaciones mas complejas.
Entendemos el modelado matematico de un problema como un proceso intelectual
que incluye las capacidades de estructurar la situacién que se va a modelar, traducir la
realidad a una estructura matematica, interpretar los modelos matematicos en términos
reales, trabajar con un modelo matematico, reflexionar, analizar y ofrecer la critica de
un modelo y sus resultados, asi de este modo lo definen Blomhgj (2008) y de la Fuente
Martinez (2009).

Otro de los objetivos, es el de motivar al alumno del Area de Ciencias Basicas,
en el aprendizaje de la matematica de una forma diferente a la habitual en esta Area,
donde en general los conocimientos se estudian aislados de las demas disciplinas (fisica
y quimica) y descontextualizados de las distintas especialidades de la ingenieria y del
ejercicio profesional. De este modo, el aprendiz, estudia la matematica otorgandole a la
misma una utilidad y significado en la resolucion de problemas de su carrera arribando
naturalmente a una situacion de aprendizaje significativo donde se ve enfrentado a
problemas reales que debe resolver reemplazando al ejercicio creado con fines didacticos.
Las metas constituyen la principal variable que influyen en la motivacion. En nuestro caso,
se encuentra centrada en la realizacion de una tarea, que puede dar origen a algunos
tipos de motivacion, las denominadas de competencia e intrinseca. Segun Farias y Pérez
(2010), estos tipos de motivacion son aquellas por las cuales el estudiante es atrapado
por el tema de estudio, o bien por ser de su interés, a veces no tanto por los contenidos
sino por los procedimientos que se utilizan para ello, provocando que el aprendiz se sienta
a gusto o cémodo con aquello que realiza.

Para los alumnos avanzados, el desarrollo de la actividad propuesta, tiene
por objetivo el de transmitir conocimiento a sus pares menos avanzados. Algunos
investigadores afirman que es clave en el proceso educativo generar espacios de este
estilo. Se aprende solo, pero también, y sobre todo, con otros, en el dialogo con otros y
con el entorno social. De esta forma, trabajar en conjunto entre pares, optimiza el tiempo
de aula. También, los alumnos avanzados se relacionan con sus conocimientos anteriores
(en este caso, conocimientos matematicos) permitiéndoles reafirmarlos, ampliarlos,
cuestionarlos y hasta ponerlos en duda para proponer nuevas miradas y abordajes.

Finalmente, esta actividad contribuye a integrar y dar continuidad a los contenidos
de estudio en las distintas areas de las carreras, y dar respuesta a los estudiantes a la

pregunta ¢{Qué puedo hacer con lo que estoy estudiando en mi ejercicio profesional?
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2 PARTE EXPERIMENTAL

Los participantes de la actividad realizaron el trabajo de campo en el predio de la
Facultad de Ingenieria. El problema consistio en determinar las cotas y su incertidumbre
estandar para el conjunto de ménsulas de esta Facultad. Se seleccionaron los siguientes
puntos del predio: Agrimensura Viejo (Av), Partenon (P), Hidraulica (H), Construcciones
(C), Quimica 1 (Q1), Quimica 2 (Q2), Decanato (D), Agrimensura Nuevo (An), como se
observa en la imagen satelital de la Figura 1.

El Area Departamental Agrimensura proveyd el instrumental utilizado: varios
equipos de nivelacion automaticos de marca Sokkia, con sus respectivos tripodes y miras.
A pedido de los alumnos se utilizé también un equipo digital, de ultima generacion, con
miras con codigo de barras.

Antes de iniciar la medicion, se determino la influencia del error instrumental en
las observaciones, dado que el modelo matematico de las mismas no incluye la existencia
del error instrumental. Luego para atenuar cualquier efecto residual se busco respetar
la equidistancia entre la mira y el equipo de nivelacion durante todo el trabajo, segun la
Figura 2.

En esta etapa se hace énfasis en la importancia del correcto entendimiento del
problema para poder modelar las observaciones apropiadamente.

Con el instrumental utilizado y las consideraciones mencionadas, los participantes
midieron las diferencias de alturas desde AvaP,de PaH,de Ha C,de CaQ2,de Q2 aD,
de D aQ1,de Q1aAnyde An a Av (Cuadro 1).

Figura 1: Puntos seleccionados en el campus de la Facultad de Ingenieria.

o
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Figura 2. Esquema de trabajo.

0342 1,033 03
A P2|
PP
ler Tramo 123,00 mits. Zdo Tramo 126 00 mits Jer Tramo 124 00 mits

3 RESULTADOS Y DISCUSION

Luego de realizar la experimentacion y obtenidas las mediciones del Cuadro 1, los
participantes proceden a resolver el problema. Para ello cada tramo medido lo modelan

matematicamente mediante una ecuacion lineal.

Cuadro 1. Diferencias de alturas observadas.

Edificio Nomenclatura Tramo Ah
Agrimensura Viejo Av AvaP +0.273m
Partenon P PaH +1.606m
Hidraulica H HaC +0.832m
Construcciones C CaQ2 +0.920m
Quimica 2 Q2 Q2aDbD -0.378m
Decanato D DaQi -0108m
Quimica 1 Qt Q1aAn -0.858m
Agrimensura Nuevo An An a Av -2.296m

Por ejemplo, para el primer tramo, entre el viejo edificio del Area Departamental

Agrimensura y el Partenon proponen la ecuacion
P—-Av=0273

De esta forma logran un sistema de ecuaciones lineales del que se querra obtener

su solucion, que en notacion matricial tiene la siguiente forma:

-4 4, B 0 0 0 Av 22;2
o 1 4 00 0 g o
o & A - c |_| 0920
00 0 =4 1 o |]% —0378
= D -0.108

g4 o = o a1 ot 01 B
i a0 o o -1/ \}, s

La matriz del sistema y el término independiente son cargados en el software

GeoGebra, que es libre, de facil uso y acepta realizar calculos matriciales dispuestos
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como en una planilla de calculo. Denotan A, a la matriz del sistema, X el vector de las
incognitas y b al vector del término independiente, para luego proceder con la busqueda
de su resolucion. Para ello, analizan el sistema de ecuaciones, encontrando que la matriz
A es singular (no invertible) con lo cual el sistema es compatible indeterminado o no tiene
solucion. Es decir que no existe ningun vector X tal que A.X sea igual a b. En este caso,
el sistema no admite solucion, porque el término independiente no es combinacion lineal
de las columnas de la matriz, o lo que es equivalente a decir que el vector b no pertenece
al espacio columna de la matriz A. Esto es debido a que la suma de los desniveles, que
deberia ser cero, no lo es, por deberse la toma de observaciones a un proceso aleatorio.
Entonces, en estos casos de incompatibilidad, se busca una alternativa que dé respuesta
al problema.

El método de Minimos Cuadrados es una de ellas. Consiste en hallar la “mejor
solucion X” al sistema de ecuaciones lineales incompatible A.X=b, A de orden mxny b de
orden mx1. Con “mejor solucion” se refiere a que se busca X, en R" tal que verifique lo

siguiente en norma 2:
min||A.X; — bl
&p

Denominando en este caso residuo al vector:
T = A. XIJ o b

De esta manera el modelo lineal expresa la relacion entre las observaciones y
parametros (cotas), incluyendo un residuo r de modo que por ejemplo la primera ecuacion

seria de la forma:
P—Av=0273+ rp_,,

Para cualquier X € R", A.X es combinacion lineal de las columnas de A, por lo que
entonces el método busca el vector X, que es combinacion de las columnas de A que sea
mas “cercano” a b. Esto ocurre cuando A.X, es la proyeccion ortogonal de b sobre el espacio
columna de A, es decir que el vector (b — A.X ) es ortogonal al vector AY, v Y € R". Entonces

el producto escalar entre AY por (b — A.X) debe ser cero, v Y € R™ Se obtiene entonces:
VA" (b—AX,) =0 VYeR"
YEA*v=0 VYeR"

Entonces:
Y*(A‘.b — Af.A.XDj =0 ¥YeR"
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Se deduce que:
AtA, X = A'b
Al sistema de ecuaciones anterior se lo denomina sistema de ecuaciones normales
(Lay, & Murrieta, 2007; Strang, 2007). Tal sistema es compatible determinado si la matriz

ALA es no singular y entonces en este caso la solucion del sistema seria Unica e igual a:
X, = (A*A)71A% D
Pero en este problema la matriz A de coeficientes del sistema es singular. Entonces
utilizando el dato conocido de la cota de Av=15914m la reemplazan en el sistema y

se obtiene uno nuevo cuya matriz de coeficientes tiene sus columnas linealmente

independientes, lo que asegurara que la matriz ALA sea no singular.

1 00D D O O O 16.187
1 1 0 0O D D DO fr 1.606
0 -1 1 0 0 0 0 - 0.832
00 -1 1 0 0 0 02 || 0920
D D O —1 1 0 O = —-0378
b 08 © -1 1 0 01 —0.108
B 00 B B -1 odfA: —0.858
o0 0 0 0 0 -1 —18.296

Proceden entonces a hallar la solucion del sistema de ecuaciones normales con
este Ultimo sistema (incompatible), pero con columnas linealmente independientes, que

denominaremos A*.X*=b*, obteniendo los valores para las cotas (Cuadro 2).

Cuadro 2. Cotas encontradas.

Edificio Cotas (m)
Agrimensura Viejo 15.914
Partenon 16188
Hidraulica 17.795
Construcciones 18.628
Quimica 2 19.549
Decanato 19172
Quimica 1 19.065
Agrimensura Nuevo 18.208

Encontrado el vector solucion, calculan el vector de residuos r=A.X - b, que es
constante e igual a r= (0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011, 0.0011)! y su
norma 2 es [|A.X — bll = 0.0031

Con estos resultados es posible comenzar un andlisis estadistico de los mismos y
que aportaran un conocimiento acerca de la variabilidad esperada de un trabajo realizado

en similares condiciones.
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4 CONCLUSIONES

Los resultados observados en esta actividad son de diversa indole académico:

- Aulicos: se doté a los alumnos de un espacio donde desarrollar un trabajo
continuo y progresivo durante dos anos consecutivos en el estudio de
contenidos que permiten la resolucién de un trabajo profesional. Para los
docentes implicé un acercamiento de los saberes que imparteny la posibilidad
de desarrollar mejores estrategias de ensefanza.

- Curriculares: esta actividad permitio ver la necesidad de abordar en el grado,
el estudio de sistemas de ecuaciones lineales sobre-determinados y del
método de Minimos Cuadrados.

- Monitoreo/seguimiento de los estudiantes: se logré observar la poca
continuidad de los estudiantes de Ingeniero Agrimensor en la carrera durante
el periodo trabajado: primer semestre 2015 al primer semestre 2016.

- Presentacion a congresos: los primeros resultados fueron presentados en el
XIX EMCI Nacional, Xl Internacional, San Nicolas de los Arroyos en el afio 2015.

- Difusion y extension: se ofrecio este espacio a la matricula profesional por
medio del Colegio de Distrito V del Consejo Profesional de Agrimensura.
Se contd con la participacion de un matriculado. Esta actividad profesional
no se realizaba anteriormente como trabajo curricular en la carrera de
Ingeniero Agrimensor.

- Oftros: los resultados obtenidos de las ménsulas sirven de referencia para las
diferentes tareas docentes de las asignaturas vinculadas a la Topografia y
como material didactico para quienes deseen trabajar con datos reales.

- LaFacultad contara con una actualizacion permanente de su red altimétrica.
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