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APRESENTACAO

O sétimo volume desta colegéo continua a tradicao de ser um livro de tematicas
emergentes interdisciplinares e transdisciplinares no campo das ciéncias sociais
aplicadas. Interdisciplinares porque cruzam varias disciplinas do saber e transdisciplinares
pela diversidade de campos do conhecimento abrangidos.

A semelhanca dos anteriores volumes, a metodologia seguida na organizacéo
deste volume, podendo ser discutivel, privilegiou a relevancia e atualidade dos artigos,
o recurso a diferentes metodologias e técnicas de investigacdo em ciéncias sociais
aplicadas; o estudo de casos internacionais e nacionais, bem como a multidisciplinaridade
dos estudos.

Nesse quadro, o presente volume tem como tema Saude, Cultura e Consumo
e encontra-se em torno de quatro eixos: Saude, Cultura, Financas e Distribuicdo. Na
construcao da estrutura de cada eixo procurou-se seguir uma légica em que cada artigo
possa contribuir para uma melhor compreensao do artigo seguinte, gerando-se um fluxo
de conhecimento acumulado que se pretende fluido e em espiral crescente.

Assim, a Saude agrupa um conjunto de cinco artigos que se preocupam com o
tema. A saude é um bem comum transversal as sociedades, o que permite movimentos
transnacionais dos pacientes, seja por motivos de esperanca média de vida, tratamentos
especificos geograficamente localizados ou experiéncias forcadas devido a pandemias.

A Cultura junta sete artigos relacionados. A cultura & um patrimonio imaterial das
sociedades, que permite compreender os povos, sendo o resultado de paz e acgdes
passadas e repensadas por aqueles, com implicacdes nas relacdes internacionais,
culturais, patrimoniais, etnograficas e de trabalho, com impacto na economia dos paises.

As Financas juntam um conjunto de cinco artigos. Os projectos de investimento, na
optica puramente financeira deverao ser rentaveis. Esta avaliagédo privilegia os esforgos
efectuados em investigagao, inovacao e design, na geragao de fluxos de tesouraria, sob
pena de as organizagdes criadas entrarem em faléncia antes do termo do mesmo.

A Distribuicdo junta um conjunto de quatro artigos que exploram o estimulo ao
consumo. Este estimulo passa pela publicidade e pelo uso de novas tecnologias, o que
gera novas solugdes para os canais de distribuicdo com impacto na economia.

Com a disponibilizacdo deste livro e seus artigos esperamos que 0s mesmos
gerem inquietude intelectual e curiosidade cientifica, procurando a satisfacdo de novas

necessidades e descobertas, motor de todas as fontes de inovacao.

Jorge Rodrigues, ISCAL/IPL, Portugal
Maria Amélia Marques, ESCE/IPS, Portugal
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RESUMEN: En este trabajo se estudian
los valores criticos de ciertos polinomios
homogéneos de grado tres sobre la esfera
unidad. Estos polinomios tienen la propiedad de
ser homogéneos de grado tres y no presentan
ni cubos ni cuadrados en ninguna de sus
variables. Para resolver el problema usamos el
método de los Multiplicadores de Lagrange.
PALABRAS CLAVE: \Valores criticos.
Polinomio homogéneo. Seccién normal.
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CRITICAL VALUES OF HOMOGENEOUS
POLYNOMIALS OF DEGREE THREE ON
THE UNIT SPHERE

ABSTRACT: In this paper the critical values
of certain homogeneous polynomials of
degree three on the unit sphere are studied.
These polynomials have the property of being
homogeneous of degree three and there
are neither cubes nor squares in any of their
variables. To solve the problem we use the
method of Lagrange Multipliers.

KEYWODRS: Critical values. Homogeneous
polynomial. Normal section.

1INTRODUCCION

El problema que resolvemos en el
presente trabajo es el de encontrar los valores
criticos de ciertos polinomios homogéneos
de grado tres. Para contextualizar nuestro
problema consideremos P(X) un polinomio
definitorio de secciones normales en
hipersuperficies isoparamétricas homogéneas
(que denotaremos por M), de la esfera unidad
ver Barros - Sanchez C. U. (2014). Es decir, se
desea determinar los valores criticos de P(X)
sujeto a la restriccion: || X||=1. Recordemos que
sif: M - R es diferenciable sobre M, un punto
p € M se dice punto critico de f si df,, = 0. Dado
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un numero real r llamamos f~ ! (r) el r-nivel de f, y decimos que es un nivel critico y que r
es un valor critico de fsi contiene al menos un punto critico de f, ver Palais — Terng (2010).
Los polinomios P(X), que definen secciones normales en hipersuperficies isoparamétricas
homogéneas, tienen la propiedad de ser homogéneos de grado tres y no presentan ni
cubos ni cuadrados en ninguna de sus variables. La imagen de estos polinomios sobre
la esfera unidad del espacio tangente a la variedad M es un intervalo cerrado [-d,d] c R
donde -dy d son el maximo y el minimo. El primer ejemplo con polinomio de secciones
normales P(X), no trivial, se obtienen en las bien conocidas Hipersuperficies de Cartan
y que han sido estudiadas en Sanchez C. U. (2009) y Barros - Sanchez C. U. (2014). En
Sanchez C. U. (2009) se establece que el polinomio P(X) tiene solamente tres valores
criticos sobre la esfera unidad, el cero, su maximo y su minimo. El objetivo del presente
trabajo es el de mostrar un método distinto al usado en el trabajo referido al momento de
resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al plantear multiplicadores de Lagrange

para obtener dichos valores criticos.

2 CALCULO DE LOS VALORES CRITICOS

El problema que deseamos resolver es el siguiente: sea P(X) polinomio
definitorio de secciones normales se desea determinar los valores criticos de P(X)
sujeto a la restriccion: ||X||=1. Para resolver el problema usamos el método de los
Multiplicadores de Lagrange. Supongamos que el vector X tiene n componentes, es

decir, se piensa X = (x,, ..., x ). Entonces, se obtiene el sistema de ecuaciones:

r OP(X) _
dr1 2)\551

< ag(X):Q)\xn
T
X =1

Por las propiedades de los polinomios P(X), ver Sanchez C. U. (2009), se sabe
2
que los valores criticos de estos polinomios se producen cuando r = 5/1, aqui A es un
multiplicador de Lagrange. Luego,

2
P(X) =32

es un nivel critico. En el problema que resolveremos P(X) representa el polinomio de
secciones normales para hipersuperficies de Cartan enlos reales, complejos, cuaterniones

y octoniones, los cuales se reescriben como un polinomio sobre el espacio vectorial real.
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3 LOS POLINOMIOS Y SUS VALORES CRITICOS

Los polinomios de secciones normales P(X), no triviales, se obtienen en las
Hipersuperficies de Cartan que tienen tres curvaturas principales. A estas hipersuperficies
las representamos por F,, F, F,, y F y son variedades banderas completas en los planos
proyectivos RP?, CP? HP? y OP? (planos proyectivos real, complejo, cuaternionico y Cayley,
respectivamente). Las dimensiones de estas variedades son 3, 6, 12 y 24 respectivamente.
Ellas son tubos sobre los correspondientes planos proyectivos RP?, CP?, HP?y OP?y
ademas F,c F,c F, c F,. Estas variedades son hipersuperficies isoparamétricas en la
esfera, usualmente llamadas Hipersuperficies de Cartan. En Sanchez C. U. (2009) y Barros
- Sanchez C. U. (2014) se realiz6 el calculo de los polinomios de secciones normales para

las hipersuperficies de Cartan y se obtuvo:
P(X) = 9V3[x; (x2x3) + (%3 %2)¥1]
donde X, esun vector con componentes F = R, C, H, O paraj = 1,2,3. Seguidamente se
dan las expresiones de los polinomios en cada caso y calculamos los valores criticos.
Caso Real

La expresion explicita de este polinomio, fijando la notacion para el vector

tangente: x,=a,, x,=b,, x,=c, resulta,
P(X) = 18V3aybyc,

1
18V3

los multiplicadores de Lagrange para T(X) es,

llamamos T(X) = P(X) , el sistema de ecuaciones que se obtiene a partir del método de

bOCO = 2/\@0
apgCo — 2/\b0 ¢
aobo = 2)\C0 (2)

G+R+d=1

Observacion: Antes de continuar notemos que al multiplicar por a, la primera

ecuacion de (2), por b, la segunday por c, la tercera ecuacion se obtiene,
aghocy = 2Aa3 = 2Ab3 = 2Ac3

de donde si suponemos A # 0 y teniendo en cuenta que: || X]|? = a3 + b3 + ¢2 = 1, se deduce

que: a3 + b3 +c3 =1
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Sean

El sistema (2) se puede expresar en la forma
LX=uX

donde hemos llamando u=24, con lo cual el vector X es un autovector asociado al autovalor

u. El polinomio caracteristico de la matriz L resulta,
P(u)=-p(u-c)(u+tc,)

. . 1 L
Teniendo en cuenta que se satisface c¢§ = 3 resultan los siguientes valores para el
multlpllcador A=0, +£ Por lo tanto, los valores criticos para P (X) se producen cuando

= _/1 en este caso son (luego de multiplicar por el factor 18v3):r = 0,+6

31 CASO COMPLEJO

Para hallar la expresion explicita del polinomio para el caso complejo se adopta la
siguiente notacion,

X = (xl_xz,x3), xj € F=C

donde se piensa
X1: (ao' al )' X2= (bo'b1 )’ X3= (Co' C1)

por lo tanto, el polinomio resulta,

1

——P(X) = —aybycy + a1bicy + apgbicy + a1b
18\/_() 0D0Co 101Co 001€1 100

como en el caso real de definimos T(X) = ﬁP(X), el sistema de los multiplicadores de
Lagrange para T(X) es,

b101 — boCo = 2)\@0
b()Cl + blco = 2)\@1
a1C1 — apCy = 2)\1)0
< aopC1 + a1co = 2)\[)1
(l1b1 — aob() = 2/\C0
a0b1 + albo = 2/\()1
(ag +af + 05 +bf+cg+ci=1
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Usando un procedimiento similar al empleado para el caso real, se obtiene,

1
a§+af=b§+b12=c§+cf=§

Sea u=2) entonces el sistema se puede expresar en la forma

0 0 —cpc00 ag aop
0 0 C1 C{)OO aq aq
—Cp C1 0 000 bo . bo
cico 0 000 o |~ H] o
0 0—aga;00 Co Co
0 0 a; 4900 c1 cy

Para calcular el polinomio caracteristico de la matriz

0 ()—cocl()[)
0 0 C1 C()OO
I —cgc; 0 000
cp ¢cg 0 000
0 0—a0a100
0 0 ay CL()OU

es decir,

Q () = det (L — ple)

—p 0 —copcp O

0 —p e ¢ O

B —cpgcp —p 0 0
Q(/’L) - det c Co 0 _ﬂ 0
0 0 —agpa; —p O

0 0 a a 0 —p

c O o o

de donde obtenemos

—H 0 —Cp C1

0 —p ¢ ¢

2 1 Co

Q (i) = p* det co ¢ —pi 0

CcC1 Cp 0 iy

Capitulo 16



Llamando,

entonces,
AB
.
@ (1) = p~ det (CD>

Considerando u+0 y denotando por A=-ul,. La matriz resulta invertible y

entonces se satisface, (ver Ben-Israe - Greville (2003) pag. 30),

AB o
det <CD) = det (A) det (D — CA™'B)

1
Observemos que 47! = —;12 y que det(4)=u? entonces,

Q (1) = p* det (D + %CB)

Por lo tanto,
P(p) = (1 = (G +)°

1 V3o, .
puesto que c3 +c? = 3 los valores de A resultan: 1 = 0; i? . Asi, para el caso complejo los

valores criticos son r =0;+6 .

3.2 CASO CUATERNIONICO
La expresion explicita de este polinomio para el caso F=H, tomando:
X= (331,$2,953)
= (ao, ai, as, (13)
(b03b13b27b3)

60361502503)

T
)
T3
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resulta,

1
mp (X) =
—agboco + a1bico + ascoby + coaszbs
4agbicy + arbgcy + asc1bs — agbocy
+agbacy + boascy — aibscy + biaszcy

+a,gb303 + ClegCg + b0a303 — CLlecg

1
definimos T(X) = 8\/_P(X) luego el sistema de los multiplicadores de Lagrange es,

( oL =2Xa;, i=0,---,3
7

e =2X\b;, i=0,--+,3

) g—g_mq,z_o -3

3
X% = Za +Zb2 Z
=0 0

\ =

Como en el caso real y complejo se verifica

Considerando

—C C1 C2 C3

C1 € C3 —C
B =
Ca —C3 Cp
C3 Cy —C1 Cg
/—Co G1 o 63
C1 Cp —C3 C9
O:
Co C3 Cop —Cp
\03 —C 1 Co
—Qp a; Gz ag
; a; ap —az Qg
M =

ay az Gay —@
az —az a;p Qo
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Si u=22 entonces el sistema de Lagrange se puede expresar en la forma

0 B0\ [x} 2
C 00 |l =n| o
0MO0/ \ x4 ik

Para calcular el polinomio caracteristico de la matriz

0BO
L= 0D
0MO

es decir,

Q (1) = det (L — plys)

Este determinante se puede expresar como,

—uly, B0
Q(u)=det | C —uls 0
0 M —pl,

Luego tenemos,

_ A —uly B

Llamando A=-ul, y si suponemos u=0 entonces, A es invertible entonces y se

satisface (ver Ben-Israe - Greville (2003) pag. 30),

AB —
det (C’D) =det (A)det (D —CA'B

Observemos que A™! = —%114 y que det(4)=u* de esta forma,
Q (p)=p* det (A)det (D —CA™'B

Q () = i® det (D + iCB)
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Puesto que
l _ l 2 2 2 2)2
D+/1CB_ M+M(co+cl+cz+c3) 1y

Se concluye,

Q) =p' (12— (E+3+E+3)

V3 "
y los valores de A resultan: 1= O;i?. Nuevamente para este caso los valores criticos

son: r=0,;t6.

3.3 CASO OCTONIONICO

Inspirados en los ejemplos real, complejo y cuaternidnico, se trata en esta
seccion el caso general. La expresion explicita de este polinomio para el caso F=0 ,

fijando la notacion:

X =(z1,%2,23) conz; € F=0
x1 = (ao, a1, as, as, aq, as, ag, az)
‘:UQ:(bU’b13623b31b4ab59b6:b7)
373:(60701702703304:‘3&(36;C7)
es,
1
—_P(X)=
18V/3 )

—agboco + a1bycy + ascoby + coasbs + coaghy + coasbs + coagbs + coarby
+apbic1 + arbocy + ascibs — asbacy + cragbs — crasby — craghy + crazbg
+apbaca + boaacy — a1bsca + biasca + ascabs — cabyas + caasby — cabsay
+a0b303 + a1b203 + b()a3C3 - CLQb1C3 + CL4C3b7 - ascgb(; — b4(:3a7 + 63a6b5
+agbgcs + bpascy — arbscy + brascy — ascabg + boages — ascabr + bacqgar
+(Zob5C5 + a1b4C5 + b0a5C5 = b1a4C5 — a265b7 + CL3b605 + b2a705 — b3a605
+a0b606 + bo&gCg — b2a406 + &1[)766 — bla706 — a3b566 + b3a506 + GLQb4C@
+a0b7C7 — a15667 + b0a7C7 + CLQb5C7 + b1a6c37 + a3b467 — b2a5C7 — GL4b3C7
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El sistema de Lagrange para T(X) = LP(X) resulta,

18V3
( oL — 9Mai, i =0,---,7
T :
3%22)\191-,@.:0,---,7
) o =2)e; 4 :0,---,7
7 7
IX1%=3" ?+Zb?+2c%—1
\ :O =0

Se verifica que,

Consideremos u=21y

Cg —Cyp—Cp—C3—C4—Cp —Cg—C71
—C] —Cp—C3 Ca —C5 €4 C7 —Cg
—Cp C3 —Cp—C1 —Cg—C7 C4 Cs
—C3—Cz Ci —Cg—C7 Cg —Cs5 C4

B =
—Cy €5 Cg C7 —Cy—Cp —C3 —C3
—C;—C4 Cr —Cg C} —Cp C3 —Ca
—Cg—C7—C4 C5 C3 —C3—Cy €
—Cr Cg —C3—C4 C3 L —C1—C
Cg —Cj —Cg—C3g —Cq4—Cp—Cqg—Cq
—C] —Cyp €3 —C3 C5 —C4—C7 Cg
—C—C—C €1 G C7 —C—Cs

= —C3 Cp —C1 —Cy Cf —Cg C5 —C4

—C—C;—Ce—Cr—C €1 C2 C3
—C; €4 —C7 Cg —CL—Co—C3 C2
—C 07 & —C—C G —G 0
—Cr—Cg Cg C4 —C3—Cy C1 —C

ag —Qp — Qo —Q3 — a4 —Qr — Qg — a7
—a; —Qdp Az —aAg9 Ay —a4 —A7 Qg
—Qg —Qa3 —Qp A1 Qg a7 —a4 —0as
—Qa3 a9 —a1 — Qg A7 —Qg Ay —A4
—Q4 —AQ5 —0g —A7 —Qp A1 G2 a3
—ay a4 —a7 g —Q) — Qg —aA3z Q2
—Gg a7 G4 —05—Q2 A3 —0Qp—a1
—a7—ag G5 Qg4 —U3 Ay a1 —Qqg
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entonces la expresion matricial del sistema resulta,

0BO\ [t e
COO0|([ab]=p|ab
0MO/ \z} o

Para calcular el polinomio caracteristico de la matriz

0 B0
L=1CO00
0MO

consideremos,

Q (u) = det (L-pl,,)

Este determinante se puede expresar como,

- —pls B
Q) = waet (4E )

Sea A=-pul,, si suponemos u=0 , A es invertible entonces se satisface,

AB =
det ( s D) = det (A)det (D — CA™'B)

Teniendo en cuenta que A7 =

1
- ;718 y que det(4)=u® entonces,

P(p)=p det (A)det (D —CA 'B

, 1
P (p) = p'® det (D 7+ —CB)
I

Seaw:—u+i(c§+c§+c§+c§+ci+c§+c§+c§) entonces,
if
D+-CB=wl
i

8
Q= (- (d+d+3+E+cG+d+g+a))
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NE
y los valores de A resultan: 4 =0; £ 5 Teniendo en cuenta que el factor de rescalado es
18\/§, se obtienen los siguientes valores criticos,

r=20;%6

4 CONCLUSION

En Sanchez C. U. (2009) se establece que el polinomio P(X) tiene solamente tres
valores criticos sobre la esfera unidad: el cero, su maximo y su minimo, que coinciden con
los valores hallados en el presente trabajo, a saber, r = 0; £6 . En este escrito se desarrolla
un método que permite el calculo de los multiplicadores de Lagrange en forma eficiente.
Se observa que el método es comun en todos los casos independiente del nimero de

indeterminadas del polinomio.
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