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APRESENTACAO

O primeiro volume da obra Educacédo: Saberes em Movimento, Saberes que
Movimentam, publicado pela Editora Artemis, & inspirado na inclusdo, perspetivada sob
diferentes prismas, simultaneamente complementares, desde pontos de vista macro
(e.g. “politicas publicas”), meso (e.g. “escola”) e micro (e.g. “aula”), porém com enfoque
no ensino superior. De facto, nos textos que compdem os quinze capitulos deste livro, &
possivel encontrar o fio condutor do “Objetivo de Desenvolvimento Sustentavel 4: Garantir
0 acesso a educacao inclusiva, de qualidade e equitativa, e promover oportunidades de
aprendizagem ao longo da vida para todos™.

Em particular, e retomando o enfoque assinalado, na maioria dos estudos aqui
apresentados, podemos ler contributos para “assegurar a igualdade de acesso de todos
os homens e mulheres a educacdo técnica, profissional e superior de qualidade, [...],
incluindo a universidade™. Paralelamente, através deles podemos percorrer Saberes
em Movimento para “eliminar as disparidades de género na educacgédo e garantir a
igualdade de acesso a todos os niveis de educacéo e formagéo profissional para os
mais vulneraveis, incluindo as pessoas com deficiéncia, povos indigenas e criangcas em
situacao de vulnerabilidade™. Por ultimo, na trilha sugerida, podemos descobrir Saberes
que Movimentam para “[c]onstruir e melhorar as infraestruturas escolares apropriadas
[...] que proporcionem ambientes de aprendizagem seguros e ndo violentos, inclusivos e
eficazes para todos™.

Sintetizando, a Educacdo compreende a agdo, nela nos envolvendo; que
possamos, pois, implicar-nos com e nesses Saberes em Movimento, Saberes que

Movimentam, nomeadamente rumo a incluséo.

Teresa Cardoso

1 Disponivel em: https://unescoportugal.mne.gov.pt/pt/temas/objetivos-de-desenvolvimento-sustentavel/os-17-
ods/objetivo-de-desenvolvimento-sustentavel-4-educacao-de-qualidade Acesso em: 15 ago. 2022.
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RESUMEN: E| estudio tuvo como objetivo
identificar las dificultades que presentan
los estudiantes de ingenieria en relacion

Educacao: Saberes em Movimento, Saberes que Movimentam Vol |

al pensamiento variacional. Se tom6é como
referencia la Teoria de los Registros
Semioticos de Duval. El trabajo fue de tipo
no experimental, con disefio descriptivo
comparativo. La valoracion de las respuestas
fue bajo la perspectiva cualitativa, desde una
Optica exploratoria y descriptiva. Participaron
en este estudio 100 estudiantes de la carrera
de ingenieria civil de las universidades de la
provincia de Abancay en Peru. Se elaboro
un cuestionario compuesto de 3 situaciones
problematicas disefiadas para analizar el
comportamiento variacional de las funciones
reales de variable real. Los resultados
encontrados indican la presencia de una
escasa reflexion de los estudiantes sobre el
comportamiento variacional de las funciones.
Presentan dificultades para discriminar
entre ceros y puntos estacionarios de una
funcion, intervalos de variaciéon de la variable
dependiente, intervalos de positividad,
negatividad y monotonia de una funcioén. Las
dificultades encontradas son de tipo cognitivo
debido a la inadecuada conversion de un
registro al otro.
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DIFFICULTIES IN THE DEVELOPMENT OF
VARIATIONAL THINKING IN ENGINEERING
STUDENTS

ABSTRACT: The aim of the study was
to identify the difficulties presented by
engineering students in relation to variational
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thinking. The Theory of Semiotic Records by Duval was taken as a reference. The work
was of an experimental type, with a comparative descriptive design. The evaluation of the
responses was qualitative, from an exploratory and descriptive perspective. This study
involved 100 civil engineering students from the universities of the province of Abancay
in Peru. A questionnaire was developed, composed of 3 problem situations designed to
analyze the variational behavior of real variable functions. The results indicate the presence
of little reflection of the students on the variational behavior of the functions. They present
difficulties in discriminating between zeros and stationary points of a function, intervals
of variation of the dependent variable, intervals of positivity, negativity and monotony of a
function. Difficulties encountered are of a cognitive type due to inadequate conversion of
one record to the other.

KEYWORDS: Difficulties. Variational thinking. Functions.

1INTRODUCCION

Enelambiente universitario, el aprendizaje de lamatematica constituye un problema
critico que se manifiesta a través del numero elevado de estudiantes desaprobados y una
limitada comprension de los distintos conceptos que se abordan dentro de la matematica
a nivel superior. Esta problematica se ve favorecida por la preferencia de los docentes a
la ensefanza tradicional, asi como la forma pasiva en que los estudiantes hacen frente a
su aprendizaje de caracter matematico.

Dentro del desarrollo del pensamiento matematico avanzado, el modelo de
ensefanza tradicional no ha sido efectivo ya que centra su actuar en la comprensién de
algoritmos de resolucion mecanica de ciertos ejercicios tipo, generando dificultades en
la comprension adecuada de conceptos y métodos de pensamiento que son el centro
de este campo de las matematicas. (Artigue, 1995). Se puede lograr que los estudiantes
calculen, limites, derivadas o integrales sin que sean capaces de asignar un sentido mas
amplio a las nociones involucradas en su comprension. (Cantoral, 2013)

El desarrollo del pensamiento variacional constituye un elemento importante en el
aprendizaje de las matematicas a nivel superior, sobretodo en carreras de ingenieria, ya
que, a través de él, los estudiantes tendran la capacidad de reconocer, percibir, identificar
y caracterizar los procesos de variacion y cambio de variables en distintos escenarios,
permitiendo de esta manera su descripcion, modelacion y representacion en diferentes
registros como el verbal, tabular, grafico o algebraico. En tal sentido, identificar las
dificultades que presentan los estudiantes en el desarrollo de su pensamiento variacional
resulta una tarea importante a fin de proponer estrategias de ensefianza mas efectivas.
Por tal motivo, en este trabajo nos planteamos el siguiente problema de investigacion:
¢Qué dificultades presentan los estudiantes de ingenieria en relacion al desarrollo del

pensamiento variacional?
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11 LA TEORIA DE LOS REGISTROS SEMIOTICOS

Duval (1998) considera que las representaciones semioticas de un objeto son
absolutamente necesarias para poder representar una idea o un objeto matematico.
Estas juegan un papel importante en el desarrollo de las representaciones mentales, en
el cumplimiento de diferentes funciones cognitivas y en la produccion de conocimiento,
aumentando la capacidad de pensamiento del sujeto sobre ese objeto y por lo tanto su
conocimiento del mismo.

El manejo de diferentes representaciones para un mismo objeto aumenta la
capacidad de pensamiento del sujeto sobre ese objeto y por lo tanto su conocimiento del
mismo. Cada representacion proporciona un aspecto diferente del objeto dependiendo
del sistema utilizado para su produccion, pero siempre el objeto representado se mantiene
invariante (Duval, 2004).

En este sentido, aprender matematicas se concibe como el desarrollo de
coordinaciones progresivas entre variados sistemas semiéticos de representacion, asi
como la discriminacion y coordinacion de sistemas semioticos de representacion para
llegar a ser capaces de transformar cualquier representacion (Dolores, 2007).

En tal sentido, visualizar los conceptos en diferentes registros y desde multiples
perspectivas permite a los estudiantes organizar mejor su conocimiento. Esto se
considera una condicidén cognitiva necesaria para el aprendizaje (Robert y Speer, 2001,
citado en Gonzalez, 2006).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se adoptala premisa tedrica de
los sistemas semidticos de representacion en el sentido que no soélo son necesarios para
fines de comunicacion, sino que resultan imprescindibles para la actividad cognoscitiva

del pensamiento.

1.2 DIFICULTADES Y ERRORES EN EL APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

Socas (1999) organiza las dificultades en el aprendizaje de la matematica en cinco

categorias:

1. Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos de la matematica.
Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.
Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de la matematica.

4. Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los

estudiantes.
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5. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia la

matematica.

Las dos primeras dificultades se relacionan con los objetos matematicos y
procesos de pensamiento, la tercera a los procesos de ensefianza, la cuarta al desarrollo
cognitivo de los alumnos y la ultima a la falta de una actitud racional hacia la matematica.
Todas estas dificultades tienen conexion y se manifiestan en la practica en forma de
respuestas equivocadas.

Duval (2004) sostiene que muchas de las dificultades de los estudiantes se pueden
describir y explicar debido a la falta de coordinacion entre registros de representacion.
Las dificultades cognitivas para la conversion se determinan principalmente por la no
congruencia entre dos contenidos de representacion del mismo objeto y por la no
reversibilidad de la conversion. Con solo invertir la direccion del cambio de registro, los

que aprenden dejan de reconocer los objetos representados.

1.3 PENSAMIENTO VARIACIONAL

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una
manera de pensar dinamica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen
sus variables internas de tal manera que varien conjuntamente en semejanza a
los patrones de cantidades de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos
recortados de la realidad (Vasco, 2006).

Cantoral (2013) sostiene que este tipo de pensamiento comprende las
matematicas del cambio por un lado y los procesos de pensamiento por el otro; implica
la integracion de los dominios numéricos, desde los naturales hasta los complejos,
conceptos de variable, funcion, derivada e integral, asi mismo sus representaciones
simbodlicas, sus propiedades y el dominio de la modelacion elemental de los fenomenos
de cambio.

El estudio de los conceptos, procedimientos y métodos que involucran la variacion,
estan integrados a diferentes sistemas de representacion graficas, tabulares, expresiones
verbales, diagramas, expresiones simbolicas, ejemplos particulares y generales, para
permitir, a través de ellos, la comprension de los conceptos matematicos. De esta manera
se hacen significativas las situaciones que dependen del estudio sistematico de la
variacion, pues se obliga no so6lo a manifestar actitudes de observacion y registro, sino

también, a procesos de tratamiento, coordinacién y conversion.
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2 METODOLOGIA

El estudio es de tipo no experimental, con diseno descriptivo comparativo en el
sentido que indican Hernandez et al (1997). Se diseid y valido un cuestionario compuesto
de 3 situaciones problematicas relacionadas con el analisis del comportamiento variacional
de las funciones reales de variable real: identificacion de regiones de variabilidad tanto
para “x” como para “y”; regiones de crecimiento, decrecimiento, estabilizacién, valores
extremos, asi como analisis y descripcion del comportamiento de la funcion.

La primera situacion exigia a los estudiantes la coordinacion del registro grafico y
el algebraico. La segunda, la coordinacion del registro algebraico y el verbal y/o grafico.
La ultima situacion problematica, exigia la coordinacion del registro grafico y el verbal.

Fue aplicado a 100 estudiantes del primer ciclo de estudios de la carrera de
ingenieria civil de las tres universidades de la provincia de Abancay: 48 de la Universidad
Nacional Micaela Bastidas de Apurimac (UNAMBA), 29 de la Universidad Tecnoldgica de
los andes (UTEA) y 23 de la Universidad Alas Peruanas (UAP).

Se efectuaron andlisis de varianza de un factor para identificar diferencias
entre las medias obtenidas por los grupos. Por otro lado, el analisis de las respuestas
y la determinacion de las dificultades de los estudiantes se realizaron desde una optica

cualitativa, a través de un estudio de caso, en su forma exploratoria y descriptiva.

3 RESULTADOS

A continuacion se presentan los resultados encontrados en el presente estudio.

Tabla 1. Medias obtenidas por los grupos.

Grupos M DE
UNAMBA 74375 41071
UAP 5.3043 0.8757
UTEA 5.3276 1.2121

Fuente: Elaboracion propia.

Dentro de una escala de evaluacién vigesimal, se encontrd que, en todos los
grupos de estudio, el rendimiento medio alcanzado por los estudiantes es deficiente. En
general, este rendimiento es una caracteristica en los estudiantes de las 2 universidades
particulares donde se refleja menor dispersion. En la universidad estatal (UNAMBA), la
mayor dispersion de los resultados, refleja la existencia de mejores calificaciones en

algunos estudiantes.
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Tabla 2. Comparacion de medias entre grupos de estudio.

Grupos F P
UNAMBA
219 0.000*
UAP
UNAMBA
1.4 0.000*
UTEA
UAP
0.52 0.061
UTEA

Fuente: Elaboracién propia.
*0 < 0.05

Se encontré diferencias estadisticamente significativas en la media obtenida
por los estudiantes de la universidad estatal (UNAMBA) en comparacién a las otras 2
universidades (p < 0.05). Por otro lado, los rendimientos obtenidos por los estudiantes
de las dos universidades particulares no difieren significativamente (p > 0.05). En los
estudiantes de las universidades privadas, es comun el rendimiento deficiente, mientras
que en la universidad estatal, si bien el rendimiento no deja de ser deficiente, es mejor que

en las otras 2 universidades.

Tabla 3. Porcentaje de respuestas correctas en relacion a positividad, negatividad y monotonia.

CP CN DP DN P N
Grupo
Registro Grafico (RG) Registro Algebraico (RA)
UNAMBA 50.00% 37.50% 50.00%  50.00% 35.40% 2710%
UAP 60.90% 5220% 60.90%  65.20% 0.00% 0.00%
UTEA 48.30% 41.40% 48.30%  65.50% 3.45% 0.00%

Fuente: Elaboracion propia.

En los tres grupos de estudio, el trabajo dentro del registro grafico resulto ser
mas efectivo en cuanto a la determinacién de las regiones de crecimiento, decrecimiento,
positividad y negatividad de una funcion. Esto refleja que gran parte de los estudiantes
hacen correctamente la lectura de la grafica propuesta y realizan una coordinacion
correcta entre la grafica y la simbologia algebraica propuesta como alternativa de
respuesta. En cuanto a los que contestaron de manera incorrecta, por ejemplo, en la
categoria Creciente y Positiva (CP), la alternativa mas elegida fue la B, lo cual refleja que
la concepcion que funcion que crece debe ser positiva o viceversa, como el caso del

estudiante 21 no discrimina adecuadamente que cuando “x” varia de O a 1, la funcion es
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positiva pero estable, y que cuando “x” varia de 1 a 2, la funcion es negativa a pesar que
esta creciendo, poniendo de manifiesto que existe una lectura grafica inadecuada del

comportamiento de la variacion de la funcion.

Figura 1. Respuesta del estudiante 21.

‘ PROBLEMA N° 01
| Elsi gréfico corresponde a una funcion definida por: = 7(x) .

\
1\
\

- | B 1. Lafuncién es creciente y positiva si:
\ —e A) xe[—4,-3]u<2,4]

2 B e (0,1]001,4]

| i C) x<(2,4]

L
kil

Tabla 4. Porcentaje de respuestas correctas por grupo sobre determinacion de regiones o puntos de estabilidad.

Grupo Porcentaje
UNAMBA 31.30%
UAP 60.90%
UTEA 6210%

Fuente: Elaboracion propia.

Las dificultades encontradas en esta tarea se refieren a la confusion en los
estudiantes para interpretar la estabilidad de la funcidn. Algunos estudiantes confunden
estabilidad de la funcién con nulidad de la funcién, lo cual les llevd a elegir como
alternativa de respuesta la A, como es el caso del estudiante 2, que elige la alternativa
donde la funcion se anula, pero parece no asociar estabilidad con falta de crecimiento o

decrecimiento, es decir, no utiliza la variacion de la funcidon como recurso para responder

la pregunta:

Figura 2. Respuesta del estudiante 2.
‘ PROBLEMA N° 01
| El'si gréfico corresponde a una funcion definida por: y = f{x)

! y

\
1\
\

\

5. La funcién es estable si:

/M-xe{-3,2} o

g B}x::‘{-?:} )'d;)( ¢
] S : C)I-‘E[Q,i}u{—l:z}‘r

5

\ E!
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Tabla 5. Porcentaje de respuestas correctas sobre determinacion de intervalos de variacion de las variables.

Grupo Registro Grafico Registro Algebraico
UNAMBA 66.70% 29.20%
UAP 58.00% 0.00%
UTEA 43.70% 0.00%

Fuente: Elaboracion propia.

El trabajo en el registro grafico fue mas efectivo en los estudiantes de los grupos

de estudio en cuanto a la determinacion de intervalos de variacion de las variables.

Las dificultades encontradas en este registro tienen que ver la lectura inadecuada

de la grafica que no refleja la real variacion de la variable solicitada, como el caso del

estudiante 2:

Figura 3. Respuesta del estudiante 2.

| PROBLEMA N° 01
| El siguiente gréfico corresponde a una funcion definida por: y = 71 ()

\ ‘
\

k]

7. Si x < [-2,0) entonces:
A) vel-2,-1)
?{y&:‘-—:,—i;
C) yuf-4,-3]

En cuanto al trabajo en el registro algebraico, los estudiantes recurrieron a la

estrategia de la tabulacién mas que plantear una estrategia grafica o algebraica que

refleje la real variacion de la variable. Esta tabulacion se realizd de manera directa sin

considerar la forma de la funcién que afecta la variacién de la variable solicitada, como

el caso del estudiante 13 que prefiere trabajar la funcion en forma puntual y realizar

una lectura directa de los resultados sin analizar la forma de la expresion y como ésta

determina la variacion de la variable “y”:
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Figura 4. Respuesta del estudiante 13.

PROBLEMA N° 02:

Consideremos Ia funcién f:R — R donde y = Fle)=x? —2x-3
D) Si “x” varia de 0 a 2, entonces como
varia “y:
0 400 £C
06 y 2 %ﬂ.’ 120-3
w= (y-3) tery )
P&‘“Q'\ X =0 :
y = £6-3) (on)
323
P&oq og = L
g = (-3) WP
- LB
§ o8

i) ._.l‘.:« "3 f.- ;j < _T 3

A

Tabla 6. Porcentaje de respuestas correctas por grupo sobre analisis del comportamiento de la funcion.

Grupo Porcentaje
UNAMBA 9.38%
UAP 10.90%
UTEA 15.50%

Fuente: Elaboracion propia.

Los porcentajes bajos en todos los grupos refleja las dificultades que presentan
los estudiantes en cuanto la lectura de la grafica y esbozar una descripcion correcta sobre
el comportamiento de la funcién. Las mayores dificultades se presentaron cuando los
estudiantes tuvieron que analizar y describir graficamente como se produce la variacion
de la funcion. Lo anterior pone de manifiesto los problemas que tienen los estudiantes

para coordinar el registro verbal y el grafico, como el caso del estudiante 34:

Figura 5. Respuesta del estudiante 34.

PROBLEMA N° 03 -
El sigui grafico cor a una funcién definida por: y = j(x)
\ | . |
+ \‘ / \ A) Describa el com;zortamiento de “y” | B} Describa el comportamiento de “y”
\ [ cuando xe{-4,1) cuando xe (1,4}
/] \\ \ | Clzeirwte posrhurnents coraentE posfwrkents
N | Weeth u=3 y Jureo precEcE
' I L NEGRTIARENTE ‘\g” Apceto £04

]

PV Em meond imbm oo 5w —
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Tabla 7. Porcentaje de respuestas correctas sobre identificacion de valores extremos.

Grupo Porcentaje
UNAMBA 50.00%
UAP 6.52%
UTEA 6.90%

Fuente: Elaboracion propia.

En este apartado, los estudiantes que no plantearon una respuesta correcta
simplemente dejaron en blanco la casilla. Lo anterior pone en evidencia las dificultades
de los estudiantes para interpretar graficamente el menor o mayor valor de “y”. Esta
falta de lectura correcta de la grafica, pone de manifiesto dificultades que presentan los

estudiantes en cuanto a la coordinacion entre el registro verbal y el grafico.

4 CONCLUSIONES

El andlisis de los resultados obtenidos luego de la aplicacion del cuestionario refleja
la existencia de dificultades en los estudiantes cuando tienen que determinar y describir
el comportamiento variacional de las funciones representadas ya sea graficamente o en
forma algebraica o analitica.

El analisis de los datos reportados en las tablas 3, 5 y 6, ponen de manifiesto que
los estudiantes prefieren trabajar las funciones en forma puntual, pudiendo leer puntos o
trazarlos, sin embargo, no muestran una real reflexion sobre el comportamiento variacional
en intervalos de las variables o en forma global, lo cual concuerda con lo manifestado por
Bell y Janvier (1981).

El analisis de los resultados reportados en la tabla 4, refleja que los estudiantes
tienen dificultades para discriminar entre punto estacionarios de una funcion y los ceros
de la funcion, lo cual indica confusion entre el comportamiento de la funcion y la ubicacion
de la funcion. Esta confusion también se presenta al momento que los estudiantes tienen
que discriminar entre el crecimiento y decrecimiento de la funcion con su positividad y
negatividad, lo que concuerda con lo encontrado por Dolores (2004).

Por otro lado, las dificultades encontradas por los estudiantes parten en gran
medida a la inadecuada coordinacion entre registros de representacion de una funcion,
en nuestro caso, los registros graficos, algebraicos y verbales. Estas dificultades de tipo
cognitivo no permiten realizar una adecuada conversion de un registro al otro como
resultados de la falta de congruencia entre las unidades significantes que componen los

registros de representacion, lo cual concuerda con lo sefalado por Duval (2004).
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