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PRÓLOGO

El libro Educação e Ensino de Ciências Exatas e Naturais presenta los 

resultados de varios proyectos de investigación en innovación educativa relacionados 

con la enseñanza de las ciencias y la ingeniería, un tema apasionante para los que 

estamos involucrados en el día a día en las aulas frente a nuestros alumnos.

En este trabajo, la enseñanza en la ingeniería y ciencias se aborda desde muy 

diversas perspectivas, todas ellas muy relevantes. Por ejemplo, en varios artículos de 

este libro se discuten los procesos de evaluación, tanto dentro de los cursos de la 

disciplina como de los programas de las carreras asociadas a estas áreas. Asimismo, en 

otros trabajos se propone como una prioridad el incorporar una perspectiva de género e 

inclusión para facilitar el acceso a estas carreras científicas de sectores de la población 

que tradicionalmente han sido marginados como las mujeres y las etnias indígenas. Por 

otro lado, el enfoque de la modelación matemática en los cursos de ingeniería es discutido 

y su implementación en el aula presentada para evidenciar sus ventajas con respecto a 

las aproximaciones tradicionalmente expuestas en los cursos convencionales en donde 

los problemas matemáticos son artificiales, sin un contexto específico y en los cuales no 

hay necesidad de enunciar y estructurar el problema a partir de una situación real.

Por supuesto, hago la invitación al lector para que disfrute la lectura de estos 

artículos de innovación educativa y, más importante aún, si es un docente en activo, 

que implemente alguna o varias de las estrategias y metodologías aquí expuestas 

para enriquecer su práctica docente y, de esta manera, contribuir en la validación de 

la pertinencia y relevancia de estos enfoques educativos. Finalmente, bienvenida la 

retroalimentación y los comentarios propositivos ya que lo más importante es garantizar 

que nuestros alumnos alcancen un aprendizaje significativo que les permita enfrentar 

con éxito los problemas tanto en su práctica profesional como en su vida cotidiana.

Dr. José Luis Escamilla Reyes
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CAPÍTULO 11

EMPREGANDO O GEOGEBRA 3D NA DE (COMPOSIÇÃO) 
DE POLIEDROS CONVEXOS PARA O CÁLCULO

DO VOLUME1
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RESUMO: Apresentamos neste trabalho 
o uso do GeoGebra 3D na composição/
decomposição de poliedros convexos para 
estabelecer estratégias para o cálculo 
do volume desses sólidos. Empregamos 
basicamente duas operações sobre poliedros 
para as composições/decomposições: a 
acumulação e o truncamento, e usamos 
a acumulação para calcular o volume do 
hexaedro tetrakis, um poliedro de Catalan. 
Concluímos que o GeoGebra 3D é uma 
excelente ferramenta para estabelecer 
1 Apoio: PROFMAT, UTFPR, Câmpus Curitiba.

estratégias para o cálculo do volume de 
poliedros convexos e que pode ser explorada 
nesse sentido tanto no Ensino Médio quanto 
no Ensino Superior, particularmente no 
Curso de Licenciatura em Matemática e no 
Mestrado Profissional em Matemática em 
Rede Nacional – PROFMAT.
PALAVRAS-CHAVE: Hexaedro tetrakis.  
Classes de poliedros. Operações sobre 
poliedros. 

USING GEOGEBRA 3D IN COMPOSITION/

DECOMPOSITION OF CONVEX POLYHEDRA 

FOR VOLUME COMPUTATIONS

ABSTRACT: We present in this work the 
use of GeoGebra 3D in the composition/
decomposition of convex polyhedra to 
establish strategies for calculating the volume 
of these solids. We employ two operations on 
polyhedra for compositions/decompositions: 
accumulation and truncation, and we use 
accumulation to calculate the volume of the 
tetrakis hexahedron, a Catalan polyhedron. 
We conclude that GeoGebra 3D is an excellent 
tool to establish strategies for calculating 
the volume of convex polyhedra and that it 
can be explored in this regard both in High 
School and Higher Education, particularly in 
Mathematics-Teaching Degree Course and 
in Professional Masters in Mathematics in 
National Network – PROFMAT.
KEYWORDS: Tetrakis hexahedron. Polyhedra 
classes. Operations on polyhedra.
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1 INTRODUÇÃO 

O cálculo do volume de um poliedro convexo é um tema presente no currículo 

de matemática do Ensino Médio (LIMA et al., 2006) e também do Ensino Superior, como 

na Licenciatura em Matemática (DOLCE; POMPEO, 2013) e no PROFMAT (NETO, 2013). 

Esse cálculo é uma tarefa complexa quando depende de medidas do poliedro dual 

(COXETER, 1973; SILVA; NÓS, 2018) e da transformação de radicais duplos em radicais 

simples (NÓS; SILVA, 2019; NÓS; SAITO; SANTOS, 2017; SAITO; NÓS; SANTOS, 2017). 

Além disso:

[...] há na natureza cristais e organismos vivos com formatos poliédricos. 
O volume de uma pedra preciosa e de uma massa viral, por exemplo, são 
medidas que devem, sob certas circunstâncias, ser calculadas (SILVA; NÓS, 
2018, p. 17).

Dessa forma, dado um poliedro de Platão, Arquimediano, de Catalan ou de 

Johnson, a primeira tarefa no cálculo do volume é estabelecer uma estratégia para 

visualizar as partes do poliedro, ou seja, se podemos separá-lo em partes das quais 

sabemos calcular o volume, como prismas e pirâmides, ou se podemos obtê-lo de outro 

sólido conhecido, como o cubo por exemplo, eliminando partes das quais também 

sabemos calcular o volume. 

Nesta tarefa, podemos empregar aplicativos de geometria dinâmica, como o 

GeoGebra 3D (GEOGEBRA, 2021), que possibilitam a composição/decomposição do 

poliedro e, consequentemente, a determinação de uma estratégia efetiva para o cálculo 

do volume. 

Neste trabalho, abordamos basicamente duas estratégias: na decomposição, 

a operação sobre poliedros denominada truncamento e, na composição, a operação 

denominada acumulação. 

O truncamento consiste em cortar os vértices ou as arestas do poliedro, como 

ilustra a Figura 01(a), onde truncamos pirâmides triangulares dos vértices de um cubo, 

um poliedro de Platão, para obter o cubo truncado, um poliedro Arquimediano. Já a 

acumulação é a operação dual do truncamento que acopla pirâmides às faces do poliedro, 

como ilustra a Figura 01(b), onde acumulamos o tetraedro regular, um poliedro de Platão, 

para obter o tetraedro triakis, um poliedro de Catalan.
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Figura 01 – Operações sobre poliedros: (a) truncamento do cubo; (b) acumulação do tetraedro regular.

(a)

(b)
Fonte: Silva e Nós (2018).

2 METODOLOGIA 

Empregamos o GeoGebra 3D para construir todas as figuras deste trabalho. Uma 

vez efetuadas as composições/decomposições com o aplicativo de geometria dinâmica, 

os resultados obtidos para os volumes dos poliedros foram conferidos em Rechneronline 

(2021), WolframAlpha (2021) e WolframMathWorld (2021).

3 DESENVOLVIMENTO

Apresentamos nesta seção algumas composições – Figuras 02 a 06 - e 

decomposições – Figuras 07 a 13 - efetuadas com o GeoGebra 3D. Para ilustrar o 

cálculo do volume, selecionamos o hexaedro tetrakis, um poliedro de Catalan obtido pela 

acumulação do hexaedro regular (ou cubo), um poliedro de Platão.

Figura 02 – O cubo snub obtido pela snubificação do cubo.

 

Fonte: Silva e Nós (2018).
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Figura 03 – O rombicuboctaedro obtido pela expansão do cubo.

Fonte: Silva e Nós (2018).

Figura 04 – O dodecaedro rômbico obtido pela acumulação do cubo.

Fonte: Silva e Nós (2018).

Figura 05 – O octaedro triakis obtido pela acumulação do octaedro regular.

Fonte: Silva e Nós (2018), Nós e Silva (2020).

Figura 06 – O icosaedro triakis obtido pela acumulação do icosaedro regular.

Fonte: Nós e Silva (2019).
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Figura 07 – A decomposição do dodecaedro regular.

Fonte: Silva e Nós (2018).

Figura 08 – A decomposição do icosaedro regular.

Fonte: Nós e Silva (2019).

Figura 09 – O dodecaedro truncado obtido a partir do truncamento do dodecaedro regular.

Fonte: Silva e Nós (2018).

Figura 10 – O icosaedro truncado obtido a partir do truncamento do icosaedro regular.

Fonte: Nós e Silva (2019).
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Figura 11 – O dodecaedro rômbico obtido a partir de truncamentos sucessivos do cubo.

Fonte: Silva e Nós (2018).

Figura 12 – A decomposição da rotunda pentagonal (J6).

Fonte: Silva e Nós (2018).
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Figura 13 – A decomposição da girobicúpula quadrada (J29).

Fonte: Silva e Nós (2018).

O hexaedro tetrakis, um poliedro de Catalan (SILVA; NÓS, 2018), pode ser obtido 

por acumulação do hexaedro regular, um poliedro de Platão, ao acoplarmos uma pirâmide 

quadrangular em cada face, como ilustra a Figura 14.

Figura 14 – A decomposição do hexaedro tetrakis.

Fonte: Silva e Nós (2018).
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Assim, o volume do hexaedro tetrakis é dado por

          (1)

O hexaedro tetrakis é um poliedro convexo composto por 24 faces, 36 arestas 

e 14 vértices. Suas faces são formadas por triângulos isósceles e suas arestas têm dois 

comprimentos:

1. as doze maiores são as arestas do hexaedro regular sobre cujas faces se faz 

a acumulação;

2. as vinte e quatro menores são as arestas laterais das pirâmides quadrangulares 

acopladas às faces do hexaedro regular na acumulação.

Segundo WolframMathWorld (2021), ao formarmos o hexaedro triakis a partir 

do seu dual (SILVA; NÓS, 2018), o octaedro truncado, com aresta unitária, obtemos um 

hexaedro tetrakis com a maior aresta medindo       e a menor aresta medindo      . 

Considerando a maior e a menor arestas do hexaedro tetrakis com medidas arbitrárias a 

e x, respectivamente, temos, por semelhança de triângulos, que:

(2)

(3)

A pirâmide quadrangular da acumulação tem a forma e as dimensões da pirâmide 

ilustrada na Figura 15, onde a é a medida da aresta do hexaedro regular e x é a medida da 

aresta lateral da pirâmide acoplada.

Figura 15 – Pirâmide quadrangular da acumulação do hexaedro regular.

Fonte: Os autores.
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Sabemos que a base da pirâmide quadrangular acoplada é um quadrado. 

Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo retângulo da Figura 15, de hipotenusa x e 

catetos                  e H, sendo H a altura da pirâmide, obtemos, usando (2):

(4)

Dessa forma, empregando (4) em (1) e a relação para o cálculo do volume da 

pirâmide (NETO, 2013), concluímos que o volume do hexaedro tetrakis é igual a: 

(5)

onde é a medida da maior aresta do hexaedro tetrakis (ou a medida da aresta do 

hexaedro regular).

Podemos também determinar o volume do hexaedro tetrakis a partir da medida de 

sua menor aresta x . Substituindo (3) em (5), obtemos:

(6)

onde x é a medida da menor aresta do hexaedro tetrakis (ou a aresta lateral da pirâmide 

quadrangular acoplada na acumulação do hexaedro regular).

;



Educação e Ensino de Ciências Exatas e Naturais Capítulo 11 129

4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os resultados (5) e (6) conferem com Rechneronline (2021), WolframAlpha (2021) 

e WolframMathWorld (2021).

5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Apresentamos neste trabalho estratégias para o cálculo do volume de poliedros 

convexos utilizando o aplicativo de geometria dinâmica GeoGebra 3D. Com este aplicativo, 

efetuamos composições e decomposições de poliedros, importantes para o cálculo do 

volume desses sólidos. O trabalho contribui às escassas referências em Língua Portuguesa 

sobre o tema e esperamos que o mesmo estimule os professores de matemática da 

Educação Básica e do Ensino Superior a usar e explorar aplicativos de geometria dinâmica 

em sala de aula, particularmente no cálculo do volume de poliedros convexos.
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