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PROLOGO

El libro Educacdao e Ensino de Ciéncias Exatas e Naturais presenta los
resultados de varios proyectos de investigacion en innovaciéon educativa relacionados
con la ensefianza de las ciencias y la ingenieria, un tema apasionante para los que
estamos involucrados en el dia a dia en las aulas frente a nuestros alumnos.

En este trabajo, la ensefianza en la ingenieria y ciencias se aborda desde muy
diversas perspectivas, todas ellas muy relevantes. Por ejemplo, en varios articulos de
este libro se discuten los procesos de evaluacion, tanto dentro de los cursos de la
disciplina como de los programas de las carreras asociadas a estas areas. Asimismo, en
otros trabajos se propone como una prioridad el incorporar una perspectiva de género e
inclusién para facilitar el acceso a estas carreras cientificas de sectores de la poblacion
que tradicionalmente han sido marginados como las mujeres y las etnias indigenas. Por
otro lado, el enfoque de la modelacion matematica en los cursos de ingenieria es discutido
y su implementacion en el aula presentada para evidenciar sus ventajas con respecto a
las aproximaciones tradicionalmente expuestas en los cursos convencionales en donde
los problemas matematicos son artificiales, sin un contexto especifico y en los cuales no
hay necesidad de enunciar y estructurar el problema a partir de una situacion real.

Por supuesto, hago la invitacion al lector para que disfrute la lectura de estos
articulos de innovacion educativa y, mas importante aun, si es un docente en activo,
que implemente alguna o varias de las estrategias y metodologias aqui expuestas
para enriquecer su practica docente y, de esta manera, contribuir en la validacion de
la pertinencia y relevancia de estos enfoques educativos. Finalmente, bienvenida la
retroalimentacion y los comentarios propositivos ya que lo mas importante es garantizar
que nuestros alumnos alcancen un aprendizaje significativo que les permita enfrentar

con éxito los problemas tanto en su practica profesional como en su vida cotidiana.

Dr. José Luis Escamilla Reyes
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CAPITULO 8

LA MODELACION MATEMATICA EN EL CURSO
DE ECUACIONES DIFERENCIALES A TRAVES DE

Data de submisséao: 10/09/2021
Data de aceite: 30/09/2021

Dr. José Luis Escamilla Reyes
Tecnologico de Monterrey

Campus Ciudad de México
Departamento de Ciencias

Escuela de Ingenieria y Ciencias

Ciudad de México, México
https://orcid.org/0000-0001-5069-0757

RESUMEN: En este trabajo, se presenta un
proceso de tipo iterativo con el fin de modelar
sistemas dinamicos simples por medio de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). A
través de dicho proceso, por un lado, es posible
plantear modelos cada vez mas sofisticados
que permiten describir de mejor manera el
comportamiento de estos sistemas dinamicos;
por otro lado, el estructurar este proceso como
una secuencia de aprendizaje permite que los
alumnos perciban claramente la necesidad de
incorporar nuevos métodos analiticos de solucién
para los modelos presentados asi como el
reconocer cuando es necesaria la incorporacion
de los métodos numéricos para resolver las
EDOs gue modelan los fenomenos. A diferencia

" Una version preliminar del trabajo se presentd en el
Congreso Internacional de Innovacion Educativa del
Tecnoldgico de Monterrey (CIIE 2018), en la ciudad de
Monterrey, Nuevo Ledn, México.

Educacéo e Ensino de Ciéncias Exatas e Naturais

PROBLEMATICAS REALES'

de la presentacion de estos temas en un curso
tipico de ecuaciones diferenciales ordinarias,
en nuestra aproximacion se vuelve crucial la
validacion de estos modelos como una parte
integral del proceso de aprendizaje puesto que
los modelos matematicos estudiados tienen un
contexto real. Es evidente que, a través de estas
secuencias de aprendizaje, el involucramiento
y la motivacion de los estudiantes es digno de
resaltar, como lo muestran las encuestas de
percepcion realizadas.

PALABRAS CLAVE: Ecuaciones Diferenciales
ordinarias. Modelacién matematica.
Aprendizaje activo. Secuencias de aprendizaje.

MATHEMATICAL  MODELLING IN A
DIFFERENTIAL EQUATIONS  COURSE
THROUGH REAL PROBLEMS

ABSTRACT: In this paper, we present an
iterative process in order to model simple
dynamical systems with ordinary differential
equations (ODEs). On one hand, following
such a process it is possible to establish
more sofisticated and accurate models useful
for describe in a better way the behaviour of
these dynamical systems; On the other hand,
the structure of this process as a learning
sequence allows that students clearly see the
need of incorporate new analytic methods to
solve the mathematical models as well as the
convenience of getting numerical methods
to obtain approximate solutions to the ODEs
modelling these phenomena. In contrast to
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the usual lecturing of these subjects in a typical ordinary differential equations course,
in our approach, validation of the models is a crucial stage and must be considered as
an integral part of the learning process given that these models have a real context. As a
result, the students’ engagement and motivation when they get involved in these learning
sequences is remarkable, as perception surveys show.

KEYWORDS: Ordinary differential equations. Mathematical modelling. Active. Learning
sequences.

1 INTRODUCCION

En diversas circunstancias, surge la necesidad de describir a los sistemas
dinamicos por medio de modelos matematicos que nos permitan establecer el
comportamiento futuro del sistema en base al conocimiento del estado presente de
dicho sistema. Por ejemplo, fendmenos tales como el enfriamiento de una bebida caliente,
el decaimiento de una sustancia radiactiva, el vaciado de un tanque lleno de agua o el
crecimiento poblacional pueden estudiarse mediante la rapidez de variacion de alguna
cantidad respecto del tiempo. Estos son modelos matematicos de primer orden porque
involucran la primera derivada respecto del tiempo de la variable dependiente. Igualmente,
los modelos de segundo orden estan relacionados con las vibraciones mecanicas de un
sistema o con circuitos eléctricos del tipo RLC, por ejemplo, en los cuales se requiere
obtener la posicion, velocidad y aceleracion del sistema como funcion del tiempo o la
carga eléctrica y la corriente que fluye en un circuito eléctrico.

Usualmente, en los cursos tipicos de esta asignatura, las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs) estan planteadas, son ejercicios matematicos sin un contexto real
por lo que el problema para el alumno se reduce a aplicar un método matematico y
resolverlas (Zill, 2013). Dado que, en general, las EDOs no describen un fenédmeno
fisico, quimico o bioldgico, la validacion de las soluciones es omitida y raramente se
discuten las caracteristicas cualitativas y cuantitativas de estas soluciones. Mas aun, las
aplicaciones discutidas en la mayoria de los libros de texto utilizados en esta asignatura
son muy limitadas, artificiales y, generalmente, se le proporciona al estudiante el modelo
matematico que describe el fendmeno para que lo resuelva analiticamente.

Como consecuencia, no se desarrolla en los estudiantes la habilidad de plantear
modelos matematicos para describir fenomenos de la naturaleza. Finalmente, las
soluciones analiticas de las EDOs no se validan para verificar su viabilidad o pertinencia,
con lo cual el proceso de soluciéon queda trunco, perdiéndose la oportunidad de analizar
las soluciones y su factibilidad en entornos mas realistas como aquellos a los que se

enfrentaran los futuros ingenieros en su practica profesional.
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2 DESARROLLO

Como es sabido (Aprendizaje Activo, 2021), “el Aprendizaje Activo es una
estrategia de ensefanza — aprendizaje cuyo disefio e implementacion se centra en el
alumno al promover su participacion y reflexion continua a través de actividades que
promueven el didlogo, la colaboracion, el desarrollo y construccion de conocimientos, asi
como habilidades y actitudes. Las actividades con Aprendizaje Activo se caracterizan por
ser motivadoras y retadoras, orientadas a profundizar en el conocimiento; también, por
desarrollar enlos alumnos las habilidades de busqueda, analisis y sintesis de lainformacion,
ademas de promover una adaptacion activa a la solucién de problemas..”. Estas
secuencias de aprendizaje “se caracterizan por ser actividades muy bien estructuradas y
retadoras, con la suficiente flexibilidad para adaptarlas a las caracteristicas del grupo de
aprendizaje e incluso a nivel individual. Se organizan para desarrollarse tanto en espacios
presenciales como virtuales, o bien en combinacién de los mismos. Implican trabajo
individual y grupal donde la informacion es compartida por parte de profesor y alumnos”.

De acuerdo con las citas anteriores sobre el Aprendizaje Activo, consideramos
que, en beneficio del aprendizaje de los estudiantes, es imperativo reconsiderar la
manera en la cual se imparte el curso de Ecuaciones Diferenciales. En nuestro enfoque,
se invierte la secuencia de presentacion de los temas por lo que, en lugar de presentar
los métodos de solucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer o segundo
orden, se discuten varios problemas aplicados donde surgen naturalmente los modelos
matematicos expresados mediante EDOs de primer y segundo orden. Siguiendo la
metodologia iterativa de modelacion de sistemas, que se presenta en la siguiente seccion,
a partir de un modelo simple, se proponen modelos mas sofisticados para mejorar la
descripcion de fendmenos fisicos, bioldgicos o econdmicos.

Por ejemplo, se plantea el modelo matematico de la caida vertical de una particula
en un medio sin friccion; se resuelve el modelo para obtener la velocidad y la posiciéon
de la particula aplicando los métodos de solucién convencionales. Una vez completada
esta etapa, se procede a sofisticar el modelo para tomar en cuenta una fuerza de friccion
o arrastre sobre un objeto en caida vertical introduciendo una fuerza proporcional a
la velocidad de la particula y se resuelve el modelo de forma analitica. Finamente, se
introduce un término de arrastre proporcional al cuadrado de la magnitud de la velocidad
y se resuelve el modelo para contrastar los resultados obtenidos en esta etapay la previa
contra datos experimentales como, por ejemplo, la caida de un objeto en un medio viscoso
o el salto desde la Estratosfera de Félix Baumgartner (Baumgartner, 2021).

Otro posible problema con un contexto real y en el que se puede estructurar una

secuencia de aprendizaje atractiva lo constituye el problema del crecimiento poblacional
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en donde se parte del modelo simple Malthusiano para, posteriormente, modificarlo de
modo tal que se tomen en cuenta caracteristicas mas realistas como enfermedades,
disponibilidad de alimentos, pandemias, y otras con el fin de introducir en la discusion
los modelos de tipo logistico que describen con mayor precision el crecimiento de
poblaciones, con la ventaja que la solucion obtenida a partir de estos modelos logisticos
puede contrastarse con datos provenientes de censos poblacionales y asi cerrar el ciclo

de la solucion de los modelos matematicos y la validacion de esta con datos reales.

21EL PROCESO ITERATIVO DE MODELACION MATEMATICA DE SISTEMAS

Es importante sefalar que, para modelar un fenédmeno fisico, quimico, bioldgico
0 economico, no hay un procedimiento Unico. Hay, si, una serie de pasos que conforman
un proceso iterativo en el cual el modelo se va depurando de forma tal que describa el
fendmeno apropiadamente. Esta validacion se hara generalmente por medio de datos
experimentales o usando bancos de datos provenientes de censos poblacionales, censos
economicos o similares. A continuacion, se describe en detalle el proceso para modelar
sistemas dinamicos en varios campos del conocimiento.

Como parte del proceso de modelacion matematica de sistemas, las siguientes

constituyen lineas generales a seguir para plantear y depurar el modelo matematico:

1) Identificar y establecer el problema: Identificar y expresar claramente cual
es el problema que se desea resolver estableciendo una narrativa lo mas
directa y simple del problema en cuestion.

2) Hacer suposiciones razonables: Dada la complejidad de los problemas
reales, es conveniente establecer una serie de suposiciones razonables que
nos permitan resolver el problema, pero evitando en todo momento sobre-
simplificarlo.

3) Identificar y clasificar las variables y parametros del problema: Una vez
establecidas las suposiciones del punto anterior, hacer una diferenciacion
clara entre los parametros y las variables del problema. Por ejemplo, en
un problema de caida libre, la velocidad del objeto es una variable ya que
cambia con el tiempo, mientras que la aceleracion de la gravedad puede
considerarse un parametro constante si la caida no se realiza desde una gran
altura respecto a la superficie terrestre. Por otro lado, en un problema de
competencia en un medio ambiente dado, la poblacion de una cierta especie
se modifica con el tiempo, mientras que el niumero de especimenes al inicio

es un parametro constante.
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4) Establecer conexiones entre las distintas variables y parametros
del problema: De entrada, en un problema real tendremos una gran
cantidad de variables y parametros, asi que lo mejor sera establecer
relaciones y proporcionalidades razonables entre una o mas variables y los
correspondientes parametros del problema.

5) Plantear un modelo matematico para el problema: Tomando en
consideracion los puntos 1al 4, plantear un modelo matematico para describir
la evolucioén en el tiempo de una variable del sistema dinamico. Este modelo
sera una ecuacion diferencial ordinaria si presenta la evolucion de una
variable dependiente en funcién una variable independiente. Si la variable
dependiente es funcion de mas variables, la ecuacion diferencial asociada
sera parcial.

6) Resolver el modelo: Esto puede lograrse de varias maneras: Ya sea
expresando la ecuacion diferencial en una forma para la cual ya exista una
solucion en la literatura; otra, aplicando los métodos usuales de solucion
de las ecuaciones diferenciales de primer orden para obtener una solucion
analitica; finalmente, aplicando métodos numéricos para obtener una solucion
con el grado de aproximaciéon deseado. Si el modelo no puede resolverse
dada su complejidad, regresar al paso 2 y considerar algunas variables como
constantes para plantear un modelo mas simple.

7) Validar la solucion del modelo: Esto quiere decir ¢tiene sentido la solucion?,
¢describe adecuadamente el comportamiento del sistema?, ¢se aproxima
al comportamiento real del sistema considerando datos reales? Si las
respuestas a estas preguntas son afirmativas, el problema ha sido resuelto
satisfactoriamente.

8) Si los resultados son insatisfactorios, regresar al paso 2) y modificar el
modelo: Probablemente, algunos de los parametros son en realidad variables
por lo que el modelo fue artificialmente sobre-simplificado. Establecer
relaciones o proporcionalidades entre estas nuevas variables y las ya

establecidas con anterioridad.

Estos pasos se presentan de manera simplificada en la Figura 1 mediante
un diagrama de flujo que contiene todas las etapas asociadas con el planteamiento y
depuracion de modelos matematicos. Es importante tener en mente este proceso iterativo
porque, dependiendo de la complejidad del fenomeno a describir, puede ser necesario

aplicar varias veces el proceso.
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Figura 1: Pasos para la construccion de un modelo matematico mediante un proceso iterativo.
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Para laimplementacion en el aula, los modelos se presentan en clase comenzando

2.2 IMPLEMENTACION EN EL AULA

con el mas sencillo de ellos. Se trabaja en equipos de cuatro personas y se pide a cada
equipo establecer un plan de accion para realizar la investigacion inicial y plantear
un proceso de solucion de la problematica planteada. En esta etapa, es crucial el
acompanamiento del profesor para guiar a los alumnos en el proceso de investigacion
sobre el contexto del problema y los posibles métodos de solucion, analiticos y/o
numeéricos, del modelo planteado.

De acuerdo conlainvestigacionrealizada, se elige el método de solucion delmodelo
matematico propuesto. Entonces, se resuelve el modelo y sus resultados se validan, en
la medida de lo posible, contrastando contra datos reales. Una vez resuelto el modelo
inicial, se hacen sofisticaciones al mismo para incorporar elementos no considerados en
el planteamiento inicial, tales como los que se comentaron en la Seccion 2. De nuevo, se
plantea el modelo matematico que describe el fendmeno, se investiga acerca del método
o métodos de solucién y se resuelve el modelo; la solucion obtenida debe pasar por el
proceso de validacion contrastando con los datos disponibles. Finalmente, cada equipo

hace la presentacion de los resultados obtenidos para la secuencia de aprendizaje en
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clase y recibe retroalimentacion de los otros equipos de la clase. La evaluacion de la
presentacion y el reporte escrito se realiza mediante una rubrica. Considerando dos
sesiones a la semana de dos horas cada una, el proceso de implementacion de una

secuencia de aprendizaje es del orden de cuatro semanas.

3. ENCUESTA DE PERCEPCION

Como parte del proceso de retroalimentacion hacia el profesor implementador
de esta innovacion, se aplicd una encuesta de percepcion al final del semestre a un
universo de cien alumnos. Las preguntas fueron cuatro y se asigné un espacio para incluir

comentarios. Los resultados fueron los siguientes:

1) El realizar las actividades de Aprendizaje Activo con las secuencias de

aprendizaje me parecio:

Muy interesante | Indiferente Nada
interesante interesante

40.2% 55.6% 4.2%

Comentarios:

- Pude ver algo mas real para aplicar los conceptos de la clase.
- El resolver problemas practicos permite mayor comprension de los temas
del curso.

2) Al realizar estas actividades se reforzé mi conocimiento de los temas de la clase:

Totalmente | De acuerdo | Indiferente En
de acuerdo desacuerdo

45.8% 16.7% 0%

Comentarios:

- Me gusto resolver problemas mas reales.

- No me imaginaba que las ecuaciones diferenciales tuvieran tantas
aplicaciones.

- Me quedo claro que una cosa son los problemas del libro y otra un problema

real.
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3) De acuerdo a tu opinion, ¢qué fue lo mas valioso al realizar esta actividad?

- Ver una aplicacién de la materia en la vida real.

- Eltrabajo colaborativo con los companeros de equipo.
- Investigar por mi cuenta sin ayuda del profesor.

- Reforzamiento de los conceptos de la clase.

- Estas actividades hacen que la clase sea mas dinamica y entretenida.

4) Prefiero realizar este tipo de actividades a seguir con la clase tradicional

(exposiciones por parte del profesor):

Si, pero la clase tradicional y este tipo de actividades son complementarias, no
es posible hacer la actividad sin el conocimiento previo dado por el profesor.
Si, pero las bases deben ser dadas por el profesor para entender lo que
hacemos.

No, no me gusta esta forma de aprender, demanda mucho tiempo de nosotros.

4 CONCLUSIONES

De acuerdo con el enfoque descrito en el presente articulo, se proporciona un
contexto aplicado a distintos topicos del curso tipico de ecuaciones diferenciales, lo cual
en si representa una mejora respecto a la forma convencional de presentar los conceptos
fundamentales del curso. Mas aun, el discutir en forma sistematica el proceso iterativo de
mejora de los modelos matematicos necesarios para describir un sistema dinamico de
complejidad variable constituye un avance notable pues dota al docente de una secuencia
de aprendizaje en donde aparece de manera natural el incorporar diferentes métodos
analiticos de solucion de los modelos matematicos (EDOs) conforme surja la necesidad
hasta, eventualmente, incorporar los métodos numéricos apropiados para obtener
soluciones aproximadas con el grado de precision deseada. En este punto, es importante
contrastar la incorporacion en nuestro enfoque de los métodos numéricos como una
necesidad real contra la forma en la que estos métodos numéricos son introducidos
generalmente en los cursos basicos de EDOs, donde estos métodos se aplican para
resolver ecuaciones diferenciales cuya solucion analitica es conocida, en lugar de aplicar
esos métodos numéricos para resolver modelos matematicos mas sofisticados.

Por supuesto, para tener éxito en la implementacion de este enfoque, se deben
disefar cuidadosamente las actividades de aprendizaje activo a desarrollar en el curso,
cuidando en todo momento que sean interesantes, realistas y que cubran un porcentaje

apreciable de los topicos incluidos en el curso. La retroalimentacion y el seguimiento
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(coaching) es esencial para obtener resultados éptimos en el aprendizaje tanto de la
parte algoritmica correspondiente a la solucion de los modelos matematicos, como la
relativa a la validacion de los resultados obtenidos contrastando estos resultados con
datos experimentales o provenientes de censos o bases de datos.

Como parte del proceso de desarrollo de estas secuencias de aprendizaje,
se desarrollan en los alumnos las habilidades de busqueda de informacion en fuentes
confiables y fidedignas pues, dado que los sistemas dinamicos propuestos estan dotados
de un contexto real, esta garantizada la existencia de bases de datos experimentales o de
campo para llevar a cabo el proceso de validacion de las soluciones obtenidas.

Finalmente, es de resaltar el involucramiento y la motivacion de los alumnos al
desarrollar este tipo de actividades de aprendizaje activo pues el considerar este tipo de
problemas mas reales les resulta mucho mas atractivo que simplemente resolver EDOs
provenientes de un libro de texto, pero sin llevar a cabo un minimo analisis sobre las
soluciones obtenidas, asi como sobre la interpretacion, significado de dichas soluciones

o la pertinencia de las mismas.
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